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Variété de probléemes d'optimisation

De nombreux secteurs y sont confrontés - Quelques exemples

@ Planification de traitement en dosimétrie

e Traitement d'images (recalage d'images; etc.)

@ Problémes de tournées de véhicules

o Electronique (placement et routage des composants; etc.)
@ Conception de réseaux mobiles (placement des antennes)
°

Techniques d’apprentissage en Intelligence Artificielle

A quoi est liée la difficulté d'un probléme d’optimisation ?

@ Au nombre de variables — quels paramétres faire varier ?

o A I'espace de recherche — limites de variation des paramétres?

o A la (aux) fonction(s) objectif(s) — objectif(s) a atteindre et
comment le(s) formuler mathématiquement ?

Développement de nombreuses méthodes de résolution J
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Exemple en dosimétrie

Processus d'optimisation en planificati

Recal
SCANNER e IRM

Contours externes Structures
Densités anatomiques DEFINITION

Structures anatomiques / DES FAISCEAUX

Bibliotheque des SYSTEME DE
appareils PLANIFICATION OPTIMISATION
Distribution de dose
Histogramme dose—volume

Indice biologique
Parameétres de
Radiographie Forme du champ traitement
reconstruite ou position des lames Temps de
traitement
SIMUL//\;FEUR e SYSTEME DE
ACCELERATEUR CONTROLE
IMAGERIE A DECOUPER DES PARAM.
PORTALE ] .

Aide a la décision 3/28



Exemple en imagerie médicale

Recalage d'images monomodales 3D
@ D’une dizaine a plusieurs millions de variables a optimiser

o Recalage rigide — intra-patient
o Rotation (3 parameétres)

e Translation (3 paramétres)

o Recalage déformable — inter-patient

@ "“Paysage” complexe des fonctions objectif a minimiser

@ Volume de données important
o IRM 1283, 2563, voire plus

o Utilisation possible en routine clinique
e Temps de calcul acceptable
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Exemple en imagerie médicale

lllustration 1 - Recalage rigide d'IRM 1283 voxels

Décalage synthétique
16,1606 0

Translation Rotation

Image de

) Image source
référence

Recalage

Temps de calcul sur processeur MIPS R12000 (500 MHz) - 2001

@ 1 processeur = 700,0 secondes

@ 16 processeurs = 52,16 secondes (soit un speedup de 13,31)
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Exemple en imagerie médicale

lllustration 2 - Recalage déformable d’IRM 2563 voxels

Image source Résultat Image de référence

Temps de calcul sur processeur MIPS R12000 (500 MHz) - 2001
@ 1 processeur = 13897,44 secondes (un peu moins de 4 heures);

@ 16 processeurs = 2293,80 secondes (moins de 40 minutes)
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Exemple en mécanique

Déformation d'une corde induite par un obstacle

@ On considére un systéeme comportant une corde de longueur 1
tendue avec une tension T

e Soit u(x),x € [0,1] le décalage par rapport a la position
d’'équilibre de la corde, I'énergie associée étant
_ 1l (du)?
=shT (&)
e Soit v(x) > 0 la fonction modélisant un obstacle
e Déterminer la fonction de déformation u(x) associée a v(x)

o c'est trouver la fonction u minimisant E(u);
e sous la contrainte u(x) > v(x),x € [0,1]
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Formulation - terminologie

Description générale d'un probleme d’optimisation

@ Etant donné un ensemble Q de

e configurations;
e ou solutions admissibles

du probleme a résoudre et une fonction objectif f ;
@ trouver le minimum x’ de f par rapport a I'ensemble ©
@ Soit x' qui Vvérifie

/ N
X EQetf(x)—)rpelPZf(x)

Remarques

@ La configuration x’ peut ne pas étre unique

@ La fonction objectif est également appelée

e fonction de colit; fonctionnelle
e fonction de perte (loss function) dans le domaine de I'lA

@ ) est aussi appelé |'espace de recherche
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Formulation - terminologie

Passer de la minimisation a la maximisation

max g(x)=— TEIS(_g(X))

@ Une configuration x’ vérifiant

Vx € V(x') on a f(x') < f(x)

o Voisinage de taille €
V(x') = {x € Q||x = X|| <€}
Minimum global
@ Une configuration x’ vérifiant

Vx € Qona f(x') < f(x)

Optimum ou extremum : un min. ou max., local ou global J
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Classification des méthodes d'optimisation

Dépend du point de vue considéré J

Méthodes de recherche locale vs. de recherche globale

@ Méthode de recherche locale

o Repose sur la notion de voisinage
e Exploration de proche en proche

@ Méthode de recherche globale
o Exploration par échantillonnage aléatoire

Méthodes d'optimisation locale vs. d'optimisation globale

o Méthode d'optimisation locale

o Piégée par le premier optimum rencontré
e Une solution proche de |'optimum global n'est pas garantie
en particulier quand I'espace de recherche est tres grand

@ Méthode d'optimisation globale

o Toute méthode qui n'est pas sensible aux extrema locaux
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Classification des méthodes d'optimisation

Dépend du point de vue considéré J

Méthodes d’optimisation locale vs. d’optimisation globale (suite)

Piégeage d'un algorithme itératif de type gradient
Clx)
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Classification des méthodes d'optimisation

Méthodes d’optimisation locale vs. d'optimisation globale (suite)

Piégeage d'un algorithme itératif de type gradient

)

Méthodes déterministes vs. stochastiques

o Méthode déterministe

e Efficace quand I'évaluation de la fonction objectif est rapide
e ou que la forme de la fonction est connue

@ Méthode stochastique

o Efficace lorsqu’il y a de nombreux extrema
e en cas de fonction objectif non dérivable ou bruitée
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Classification des méthodes d'optimisation

Méthodes déterministes

@ La recherche des extrema d'une fonction revient souvent a
résoudre un systéme d'équations linéaires ou non-linéaires
o Exemples

e Méthodes du gradient
o Méthodes de relaxation (Gauss-Seidel, Jacobi)
o etc.

Méthodes stochastiques

e Utilisation de tirages aléatoires pour guider la recherche

@ Modélisent souvent des phénomenes physiques ou biologiques
@ Exemples - Métaheuristiques

Recuit simulé et variantes

Algorithmes évolutionnaires

Algorithmes de colonies de fourmis
etc.
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Classification des méthodes d'optimisation

Méthodes stochastiques (suite)

Une colonie de fourmis peut retrouver le chemin le plus court

5
(2\(\;,\2**** %i*b*@

- -

@ Les fourmis suivent un chemin entre le nid et la nourriture

@ Obstacle — les fourmis prennent avec des probabilités égales
un des deux chemins, la phéromone est déposée plus vite sur
le chemin le plus court

© Toutes les fourmis choisissent le chemin le plus court
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Classification des méthodes d'optimisation

Classification déterministe versus stochastique

Linear programming (simplex method, ...)

Integer programming (branch and bound, ...)
Convex optimization (QP, ...)

Deterministic ¢ Nonlinear programming (Newton’s method, ...)

Gradient-based (Newton’s method, ...)
| Gradient-free (Nelder-Mead, ...)

Algorithms

Heuristic (evolution strategy, ...)

Stochastic Population-based (PSO, FA, ...)

Metaheuristic
Trajectory-based (SA, ...)

. . Supervised learning (regression, ANN, ...)
Stochastic learning

Unsupervised learning (clustering, ANN, ...)
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Classification des méthodes d'optimisation

Classificati nérale

Optimisation

Continue

Combinatoire

;
Meéthode 'l Méthode Optimisation NON LINEAIR LINEAIRE
EXACTE ' | APPROCHEE difficile ng{'arlm.nalmn
(spécialisée) [ S linéaire
Méthode Méthode
GLOBALE LOCALE
T~ —~ |
‘ ‘
HEURISTIQUE . ] CLASSIQUE [ avec SANS ‘
(spécialisée) ‘ S ‘ ‘ (st v ) !| GRADIENTS | | GRADIENTS ||
‘ ‘

Méthode
HYBRIDE
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Optimisation combinatoire versus optimisation continue

Probléme d'optimisation combinatoire
@ 2 est un sous-ensemble de N” ou NP x R9

@ L'espace de recherche est fini ou dénombrable, mais non

énumérable en un temps “raisonnable”
v

Probleme combinatoire classique : le voyageur de commerce

. 1) .. .
n villes = % circuits possibles

@ Circuit reliant 15112 villes en Allemagne,
Applegate et al. 2001 (Princeton University)

@ Temps de calcul cumulé sur 1 proc. Alpha EV6
(500 MHz) = 22,6 années

Circuit de 85900 villes calculé en 2006

Probleme d'optimisation continue

o ) est fréquemment un sous-ensemble de R”
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Probleme d'optimisation avec ou sans contraintes

Formulation générale des problemes d'optimisation non linéaire

12 70

sous les contraintes (]_)
g(x) <0 (A)
h(x) =0 (B)

@ ou les fonctions f, g et h sont non linéaires ;
@ l'inéquation 1.A spécifie des contraintes d’inégalité ;

@ |'équation 1.B désigne des contraintes d’'égalité

Différents types de probleme

@ Probléeme avec contraintes d’inégalité et d’égalité
@ Probléeme avec contraintes d’inégalité ou d’égalité

@ Probleme sans contraintes

Le probleme initial doit étre mis sous une de ces formes
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Classification des problemes d'optimisation

Optimization

Classificatio nérale

Single objective optimization
Objective ¢ Multiobjective optimization

Feasibility problem

Unconstrained optimization
Constraint
Constrained optimization

Unimodal (including convex optimization)
Landscape
Multimodal optimization

Linear programming

Function form . . Quadratic programming
Nonlinear programming

. Combinatorial optimization
Discrete

. Integer programming
; nteger
Variables/response Binary integer programming

Continuous

Mixed integer programming
Deterministic (all the above)
Determinacy
Stochastic optimization (e.g. robust optimization)
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Généralités sur les métaheuristiques

@ Généralement des algorithmes stochastiques itératifs

@ Grande variété d'algorithmes

o Algorithme du type recuit simulé
o Recherche monopoint (une seule solution potentielle)
e Preuve de convergence
@ Recuit simulé classique
e Equation de la diffusion
@ Recuit adaptatif

o Recherche tabou

o Algorithmes évolutionnaires (ou évolutionnistes)
e Recherche multipoint (plusieurs solutions potentielles)
e Preuve de convergence
o Algorithmes génétiques
o Stratégies d'évolution
o Evolution différentielle

e etc.
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Généralités sur les métaheuristiques

o Stratégies adoptées pour s'échapper d'un minimum local
o Métaheuristiques dites de voisinage ( Trajectory-based)
o Algorithmes d'optimisation reposant sur la notion de voisinage
e Exemple : recuit simulé
@ Principe :
e autoriser, de temps en temps, une dégradation temporaire
lors du changement de la configuration courante;

e un mécanisme de contrdle de la dégradation est prévu pour
éviter la divergence de I'algorithme

o Métaheuristiques distribuées (Population-based)
o Algorithmes d’optimisation dits “distribués”
e Exemple : algorithmes évolutionnaires
@ Principe :
e le controle d'une population de solutions potentielles permet
d’éviter les pieges de minima locaux;

e intégration de mécanismes permettant a I'algorithme de
générer de nouvelles solutions par “reproduction”
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Généralités sur les métaheuristiques

@ Adaptation aux probléemes a variables continues
o Définir une stratégie de discrétisation des variables si besoin
o Idéalement le pas de discrétisation devrait s'adapter au cours
de I'optimisation
o Inversement, il est possible de résoudre un probléeme discret
avec une méthode continue

@ Optimisation multiobjectif
e Probleme nécessitant la considération de différents objectifs
contradictoires — pas d'optimum unique

@ Méthodes hybrides
o Combiner des métaheuristiques complémentaires

o Parallélisation
e Traitement de probléemes de grande taille
e Réduction des temps de calcul
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

Etant donné un probléme d’opt., comment choisir une méthode de résolution efficace ?
o Capable de produire une solution “optimale” ou acceptable;

@ avec un temps de calcul raisonnable

@ Pas de “recette miracle” : pas de regles

e pour le choix d'un algorithme d'optimisation ;
e ni, en général, pour le réglage optimal de ses paramétres

@ Résultats théoriques inexistants ou inapplicables (hypothéses)
o

Un algorithme d'optimisation meilleur que tous les autres ?

@ Comparaison sur des fonctions de colit “synthétiques”,
c'est-a-dire ne modélisant pas de probléme réel
o Variété de fonctions tests classiques (Rosenbrock, etc.)
e Choix des fonctions tests pas aisé
e Approche intéressante uniquement si une fonction test
approxime convenablement la fonction de coiit du probléme
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

algorithme d’'optimisation meilleur que tous les aut

e Exemples 2D de fonctions tests (ou synthétiques)
e Fonction de Rosenbrock

F2(x1,%0) = 100 x (x2 —x2)* + (1 — x1)?; x* = (1,1)

Fonation de Rosenbrock

F2(c1.x2)

10000 ¢
1000
100
10

1

0.1
001
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

Un algorithme d'optimisation meilleur que tous les autres ?

@ Exemples 2D de fonctions tests (ou synthétiques)
e Fonction de Rosenbrock

F2(x1, %) = 100 X (x2 —x2)° + (1 — x)%;: x* = (1,1)

o Fonction d'Ackley

O + x%))

N =

F11(x1,x) = —20 X exp (0,2 X

— exp <; (cos (2mx1) + cos (27TX2)))

+ 20+ e;
x* = (0,0)
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

Un algorithme d'optimisation meilleur que tous les autres ?

e Exemples 2D de fonctions tests (ou synthétiques)
e Fonction d'Ackley

Fonction de Ackley

F11(x1,x2)

30
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

Un algorithme d'optimisation meilleur que tous les autres ?
@ No Free Lunch Theorem (Wolpert et Mac Ready - 1997)

En “moyenne”, sur toutes les fonctions de colit possibles,
tous les algorithmes d’optimisation ont des performances
équivalentes avec un temps d’'exécution fini

e Soit :
@ pas de meilleur algorithme d'optimisation quel que
soit le probleme considéré;
@ en revanche, pour un probleme donné il existe bien
un “meilleur” algorithme

@ Optimisation efficace
Choisir un algorithme d'optimisation appréhendant
la structure mathématique du probléeme

e de |'espace de recherche;
e de la fonction de colit a optimiser
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Adéquation algorithme (ou méthode) / probleme

@ Pas de regle établie
@ Appel au savoir-faire et a I'expérience de |'utilisateur

@ Essayer plusieurs algorithmes est souvent nécessaire avant
de trouver le “bon”
e Comparaison implicite d'algorithmes sur le probleme considéré
W

Approche la plus prometteuse

Guider le choix par |'analyse du “paysage”
de la fonction de colit (régularité, dérivabilité, etc.)
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