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Chapitre 1

Introduction a la théorie des ensembles

| Rappels de théorie des ensembles

.1 Notion premiére d’ensemble

Ensemble Notion premiére qui ne se définit pas. C’est une collection d’objets r&amigertu d’'une
propriété commune.
On peut définir un ensemble de deux maniéres :
— en extensionon donne la liste exhaustive des éléments qui y figurent,
— en compréhensionen donnant la propriété que doivent posséder les éléments de I'desemb
Exercice 1.1. Définir les ensembles suivants en compréhension :
1. A={1,2,4,8,16,32,64}
2. B={1,2,7,14}
3.C={4,6,8,9,10,12, 14, 15, 16, 18, 20 }

Réponse 1) Les puissances de 2 inférieures ou égales a 64. 2) Les divisedrs @) Les entiers
inférieurs ou égaux a 20 qui ont au moins 3 diviseurs (les nombresreariqrs entre 2 et 20).

NOTATION : On noteN,, I'ensemble des entiers inférieurs ou égaux a

Exercice 1.2. Définir les ensembles suivants en extension
1. A= {x € Rljz(x +5) = 14}
2. B={z e Nlz(2z+3) = 14}
3. O = {z € Nj,|=* — 1 est divisible par 5

Réponse A={2,-7},B={2},etC={1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9} (factoriser:* — 1).

[.2 Regles de fonctionnement

Relation d’appartenance. On admet étre capable de décider si un objet est ou non élément d’'un en-
semble. Le fait que I'élément appartienne a I'ensembl€ se note x € X.

Objets distincts. On admet aussi étre capable de distinguer entre eux les éléments d’'orbénden
particulier, un ensemble ne peut pas contenir deux fois le méme objet.
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Ensemble vide. Il existe un ensemble ne contenant aucun élément, appelé ensemble vitml&Sy
le cercle barré @.

L'ensemble vide ne correspond pas arien; c’est en fait un ensemilsie gantient rien, mais en tant
gu’'ensemble il n'est pas rien : un sac vide est vide, mais le sac en lui méste. ex

La notation{ @} n'a pas le méme sens gae La derniere notation décrit un ensemble qui ne contient
rien alors que le premier décrit un ensemble contenant un élément : I'eleseiads. On peut, afin de
mieux comprendre, reprendre I'analogie du sac vide. Un tiroir contamasac vide { @} - n’est pas
vide - @ - et contient bien un objet.

D’ailleurs, I'ensemble{@} contient un élément (qui est un ensemble), quand I'ensemhiéen
contient aucun...

Derniére regle de fonctionnement des ensemblesUn ensemble ne peut pas s’appartenir a lui-méme

Cette derniére régle de fonctionnement peut sembler obscure, pasleatur

Dans I'euphorie de la naissance de la théorie des ensembles, les mathématicia@yaient pas
d’objection a envisager un ensemifledont les éléments seraient tous les ensembles (en particulier,
Q € Q) : 'ensemble des ensembles, a l'origine de tout!

Leur enthousiasme fut stoppé lorsque Russell leur opposa le paradoxe

Exercice 1.3 (Paradoxe de Bertrand Russell (1872-1970)%0it X I'ensemble de tous les éléments qui
ne sont pas éléments d’eux-mémes.
A-t-onX € X?A-t-onX ¢ X ?

REMARQUE 1.1. Ditautrement: le barbier qui rase tous les barbiers qui ne s& EE®eux-mémes...se
rase-t-il lui-méme ?

REMARQUE 1.2. On en déduit donc que I'on ne peut pas parler de 'ensemble déetoessembles
(cet ensemble devrait s’appartenir lui-méme). Il ne faut pas négligerd@tniune telle révélation.

[.3 Sous-ensembles, ensemble des parties

Sous-ensemble. Les sous-ensembles sont définis par la relation d’inclusion...

DEFINITION 1.1. A est un sous-ensemble (A C B) » si et seulement si tout élément deappar-
tient aB. On dit aussi quel est une partie dé&. &

PrROPRIETEL.1 : L'ensemble vide est inclus dans n'importe quel ensemble.

PREUVE D’aprés la définition d’'un sous-ensemble, cela veut dire que pour éuedt x ded, x
appartient a A. Raisonnons a contrario : si I'ensemble vide n’est passidans A, alors il existe
au moins un élément de I'ensemble vide qui n'appartient pas a A. Or, il aycan élément dans
I'ensemble vide, donc plus particulierement aucun élément de I'ensemblquiid&appartienne pas
a A. On en conclut donc que tout élément@e@ppartient a A, et donc que est un sous-ensemble
de A. [

Plus généralement, toute proposition commencant par « pour tout élémentekd vraie. On a de
plus le résultat suivant :

1. Lanotationz a été introduite par le mathématicien francais André Weil du groupe Bkiukthaicode : U+00D8
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PROPRIETEL.2 : Tout ensemble est inclus dans lui-méme.

Ensemble des parties.

DEFINITION 1.2. Soit A un ensemble. L'ensemble des parties\derotéP(A), est 'ensemble de tous
les sous-ensembles de &

On sait déja quer et A sont deux parties d4...

PROPRIETEL.3 : Pour tout ensemblé, on ag, A € P(A).

ExempPLE 1.4. SiA = {1,2,3}, alorsP(A) = {@,{1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

EXEMPLE 1.5. SiA =@, P(A) = {9}, P (P(a)) = {2,{2}}. Celan’est pas qu'un jeu de I'esprit :
— On définit 0 comme étar,
— 1 correspond alors&(92),
— 2estalorP(P(2)),
— etc.
D’autres definitions de I'ensemble des entiers naturels existent.

De maniére plus générale, 4iposséde: élémentsP(A) en possede”.

Exercice 1.6. Justifier le fait que le nombre d’éléments#EeA) est égal &, oun représente le nombre
d’éléments del.

Exercice 1.7.0n considére A = {1,2}. Dire quelles assertions sont exactes :
—-1leA,
- 1CA,
- {1} € A,
- {1} c 4,
- geA,
- g CA.

Exercice 1.8. Reprendre I'exercice précédent, avéc= {{1}, {2}}.

.4 Représentation graphique

On peut représenter ensembles et sous-ensembles a l'aide d'umtiagide Venn (les célébres
« patates »)...
Exercice 1.9 (Diagramme de Venn) A partir des affirmations

1. les poétes sont des gens heureux,

2. tous les docteurs sont riches et

3. nul étre heureux n’est riche,
déterminer la validité de chacune des conclusions suivantes

1. Aucun poéte n’est riche.

2. Les docteurs sont des gens heureux.

3. Nul ne peut étre a la fois docteur et poéte.
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.5 Exercices

Exercice 1.10.Est-ce quda} € {a,b, c} ? Former la liste des parties dgz, b, c}.
Exercice 1.11. Montrer queP(A) C P(B) quandA C B.

Exercice 1.12. SoitB = {0, 1}.
1. At-onBecB?
2. Quels sont les éléments B¢B) ?
3. Quels sont les éléments B¢P(B)) ?

Il Opérations sur les ensembles

1.1 Egalite de deux ensembles

DEFINITION 1.3. Deux ensembles soBgauxsi et seulement si ils ont les mémes éléments. <

ACBetBC A<= A=B.

Exercice 1.13.Dans chacun des cas suivants, déterminer si les ensembles sort égau
1. A={z e Rlxz >0} etB = {z € Rlz > |z|}
2. A={z eRlz >0} etB ={x € Rz < |z|}
3. A=ZetB = {z € Z|z* — z pair }
4. A= {x € Nyg |  impair, non divisible par 3 et B = {x € Nyq | 24 divisez? — 1}

Réponse Pour le 322 — z = z(z — 1), et réfléchir sur la parité de ce produit.

[1.2 Réunion, intersection

Réunion A etB sont deux ensembles, on considere la réuniod éédeB, notéeA U B, I'ensemble
des éléments qui sont éléments4leu deB.

ExempLE 1.14. A ={1,2,3},B = {1,4,5}, alorsAU B = {1,2,3,4,5}

Exercice 1.15.Faire la réunion des ensemblels= {xr e R0 < 2 <3}, B={z e R| -2 <z < 1}.

PROPRIETEL.4 (PROPRIETES DE LA REUNION : La réunion de deux ensembles possede cer-
taines propriétés :

idempotence AU A=A

commutativité AUB =BUA
associativitt AU (BUC)=(AuB)UC
élémentneutreAU @ = A

Exercice 1.16.Donner des exemples d'opérateurs idempotents, commutatifs, asspeiatitssédant
un élément neutre, par exemple en arithmétique, ou en analyse.
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Intersection Lintersection de deux ensembleset B est 'ensemble, notd N B des éléments com-
muns aA et aB.
Exercice 1.17.Dans chacun des cas suivants, faire I'intersection des ensemi@es.

1. A=Il'ensemble des rectangles, et B = 'ensemble des losanges.

22 A={zeR0<z<3},B={zeR|-2<z<1}

PROPRIETEL.5 (PROPRIETES DE LINTERSECTION) : L'intersection de deux ensembles posséde
certaines propriétés :
— idempotence AN A=A
— commutativitt ANB=BNA
— associativitt AN (BNC)=(ANnB)NC
— élément neutre : sil'on se place dans un enserfitB¢ queA est une partie d&, alorsE est
élément neutre pour l'intersectiod:N £ = A

Propriétés mutuelles de ces deux opérationsCes deux opérations ont des propriétés symétriques...

PROPRIETEL.6 (DISTRIBUTIVITES DEU ETN) : On a les distributivités :
—deUsurn: AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC)
—densuru: AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)

Exercice 1.18.0n se donne trois ensemblds B, C tels queA N B N C' = @. Sont-ils nécessairement
disjoints deux a deux ? Donner des exemples.

1.3 Complémentation

DEFINITION 1.4 (COMPLEMENTATION). PourA C E, on définit lecomplémentairele A par rapport
aF comme I'ensemble des élémentskieui ne sont pas éléments de &

NOTATION : Il existe plusieurs maniéres de noter le complémentaire de A darfs A (« £ moins
A»), A, ouencore&€gA.

REMARQUE 1.3. |l faut donc se placer, pour la définition de la complémentation, Bah3 (ou E est
un ensemble fixé)la complémentation se définit par rapport a un ensemble

PROPRIETEL.7 : La complémentation a plusieurs propriétés remarquables :
— involution : A = A, ) - ) -
— loideDeMorgan AUB=ANB,etANB=AUB.

Exercice 1.19. Connaissez-vous d’autres opérations involutives ?
Exercice 1.20.lllustrez, a I'aide d’un diagramme de Venn, les lois de De Morgan.

Exercice 1.21.Faire la réunion des ensembleset B, quandA = {z € N|z impair }, etB = {z €
N|x pas divisible par 3.

Réponse Rechercher a quoi correspond le complémentaire de la réunidret®.
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1.4 Produit cartésien

Le produit cartésien des ensemhblest B (dans cet ordre) est I'ensemble, que I'on ndte B (« A
croix B ») des couples ordonnés, b) oua € A etb € B.

Dans le coupléa, b),
— (a,b) n'est pas un ensemble et
— (a,b) estdistinct dgb, a).

Exercice 1.22. Représenter graphiquement la réunion des ensembles{ (z, y) € R?|z +y < 2}, et
B = {(z,y) € R?]2 < 3z — y}.

Exercice 1.23.Représenter graphiquement I'intersection des ensembles{ (x,y) € R?|z +y < 2},
etB = {(x,y) € R?|2 < 3z — y}.
Il Exercices

1.1 Ensembles de base

Exercice 1.24.Rappelez la définition et la notation des ensembles fondamentaux suivatiess ea-
turels, entiers relatifs, nombres rationnels, décimaux, réels et congplexe

Exercice 1.25.Connaissez-vous d’autres ensembles de nombres ? Quelle en diiliodé?

Exercice 1.26.Réalisez un diagramme de Venn des ensembles des deux précéeleits®x

[1l.2 La différence symétrique

DEFINITION 1.5. Pour deux ensemble§ et B, on appelle différence symétrique, naté B, I'ensem-
ble défini par
AAB = (AUB)\ (AN B)

c'est-a-dire queAAB est constitué des éléments qui appartiennent sdif aoit & B, mais pas aux
deux. &

Exercice 1.27.SoitA = {1,2,3,4,5,6}, B ={1,3,5,7,9},C = {4,5,6,7,8,9} etD = {2,3,5,7, 8}.
TrouverAAB, CAB, AN (BAD), BAC, AAD et(AN B)A(AN D).

Exercice 1.28.Montrez queAAB = [AN(E\ B)|U[(E\ A) N B|

Exercice 1.29.Calculer AAA, AA(E \ A), AAE etE \ (AAB).

Exercice 1.30.Montrer que, SAAB = C, alors AAC = Bet BAC = A.

Exercice 1.31. Montrer que la différence ensembliste est commutative, et possédeanenéldeutre.

Exercice 1.32. Montrer que SiAAB = AAC alors B = C.
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1.3 Geénéraux

Exercice 1.33.SoitZ un ensemble.
Démontrer que, quelles que soient les parties3, X, Y de E, I'implication suivante est vraie :

(XNA=XNB)etY CX=YNA=YnB.

Exercice 1.34.0n se place dans I'ensembi E) des parties d'un ensemble non vifle A, B etC
sont des parties d&'.
Montrer que(AUC) C (AU B) et(ANC) C (AN B) implique queC' C B.

Exercice 1.35.Soit E un ensemble non vide B{( £') 'ensemble de ses parties.
Soit f une application croissante, pour I'inclusion, @ F) dans lui-méme (c’est-a-dire : s{ etY
sont deux parties d&€ et siX C Y, alors f(X) C f(Y)).

1. Montrer que, pour tout coupleX, Y') de partiesde, ona: f(X)U f(Y) C f(XUY)

2. On dit gu’une partieX de E est réguliére si et seulement&iX) C X. Montrer qu'il existe au
moins une partie réguliére darfs et que, siX est réguliére, il en est de méme feX).

3. Soit A l'intersection de toutes les parties régulieres He Montrer que A est réguliére et que
f(A) = A.

Exercice 1.36.Soit EZ un ensemble ed, B, C des parties dev.
Démontrer la proposition suivante :

[AC(BNnCO)|et[(BUC)C Al=[A=B=C].
Exercice 1.37.Sous les mémes hypothéses, montrerAiog A U B) = AU(ANB) = A
Exercice 1.38.Montrer que(AU B)N(BUC)N(CUA)=(ANB)U(BNC)U (CNA).

Exercice 1.39 (Archives).Le jour ou il ne faut pas, vous découvrez que
— vous avez besoin d’'un fichier cliefitet du fichier prospect® qui contenait la liste des clients
prospects, c.a.d. des clients actuels ou potentiels visités par les repnéisegniadernier semestre ;
— Le stagiaire les a effacé par mégarde, en répondant au hasard guestion du systéme qu'il ne
comprenait pas.
Au cours d’'une réunion de crise, vous apprenez cependant gatiér
— le fichier F' des clients non prospects de ce dernier trimestre ;
— le fichierG des prospects du dernier trimestre non encore client;;
— le fichier H des clients et/ou propspects mélangés sans distinction.
En déduire comment reconstruiféet C.

Exercice 1.40. Soit les affirmations :
— J'ai planté tous mes arbres onéreux I'an passé.
— Tous mes arbres fruitiers sont dans mon verger.
— Aucun des arbres fruitiers n’a été planté I'an passé.
— Jai un orme, qui est un arbre onéreux, mais pas dans mon rerge
Dire si les affirmations suivantes sont justes ou fausses ou impossitédesidre.
1. Aucun de mes arbres fruitiers n’est onéreux.
2. Tous mes arbres plantés I'an passé I'ont été dans le verger.

3. J'ai planté au moins un arbre I'an passé.

Exercice 1.41 (Fonction caractéristique des parties d’'un ensembleOn appelle fonction caractéris-
tiqgue de la partieA de I'ensembleZ (E # 0, A # 0, A C E) l'application f4 : E = {0, 1}, définie
par
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- Vz € A7 fA(%) =1,
— Ve E\ A, fa(z)=0.
On pose de plusz € E, fy(z) = 0et fp(z) = 1.

Etudier les fonctions caractéristiques d’une réunion, d’une intersect@delx parties, ainsi que
celle du complémentaire d’'une partie.

Exercice 1.42.0n définit, dang0, 1}, trois lois de composition, de maniére qie, € £, on ait f4(z) -

fB(x) = fanp(2), fa(®) + fB(2) = faus(z) et fa(z) = fe\a(z).

Montrer que({0,1},+,-, ) est une algébre de Boole binaire.

Fin du Chapitre
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Chapitre 2

Relations binaires entre ensembles

| Relations

On se donne deux ensemblgst F'.

DEFINITION 2.1 (RELATION BINAIRE, GRAPHE). Ondit que :
— I'on a défini unerelation binaireR entre ces deux ensembles lorsque I'on s’est donné une partie
G de I'ensemble produi x F (G C E x IF).
— Cette partie est appeléeaphede la relation binaire.
— Six dansFE ety dansF sont tels quéx,y) € G, on dit quer esten rela tion aveg par la relation
R et on noterRy &

Exercice 2.1. On se place dans I'ensembie= {1,2,3,...,20}. Représenter, dans le plan rapporté a
deux axes de coordonnées rectangulaires, les graphes des relbii@iges surE dont les définitions
suivent :

TRy <=z < y.

— 2Ry < x|y : x divisey.

— 2Ry < x = y[3] : = est congru & modulo 3.

— 2Ry =y = 2°.

REMARQUE 2.1. LorsqueF = F', on parle de relation binaire définie dans I'ensemibléSon graphe
est une partie d&?2.

REMARQUE 2.2. Il est possible queRy sans que/Rzx.
Exercice 2.2. A-t-onyRx quandzRy, dans les relations binaires définies dans I'exercice précédent ?

Exercice 2.3. Sur I'ensemble des mots de la langue frangaise, on définit la relation : «ti&rest lié au
mot N s’ils coincident quand on écrit M a I'envers ». Déterminer quedquoriples de mots en relation,
ainsi que des mots en relation avec eux-mémes. Comment appelletala thots ?

Exercice 2.4. Sur 'ensemble. des entiers relatifs, on définit deux relations, notées respectivement
A, de la fagon suivante :

— Xy quand la somme + y est paire

— xAy quand la différence — y est paire
Sont-elles égales ?

I Relations d’ordre

Dans ce paragraphe, on se place dans le cds eUF'. Soit’R une relation binaire définie dans un
ensemble”, de graphé&s.
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1.1 Réflexivité, antisymétrie, transitivité

DEFINITION 2.2 (REFLEXIVITE). R est diteréflexive quand tout élément dg' est en relation avec
lui-méme Nz € E, xRx. &

DEFINITION 2.3 (ANTISYMETRIE). R est diteantisymétriquesi, lorsquer est en relation aveg, alors
y ne peut pas étre en relation ave(sauf six = y) :V(z,y) € E?, 2Ryet yRr = z =y &

DEFINITION 2.4 (TRANSITIVITE). R est ditetransitivelorsque, sic est en relation avey, et siy I'est
avecz, alorsx est en relation avec:Vx € F, Vy € E,\Vz € E, xRy et yRz = zRz. &

Exercice 2.5. Les relations suivantes sont-elles réflexives, antisymétriques ou trag8itive
1. A=RetaRysi|z| = |y|.
2. A =R etaRy sisin’z + cos’y = 1.
3. A= NetzRy s'll existep etq entiers tels que = px?.
4. A estl'ensemble des points du plan;®y si la distance de: ay est inférieure a 52,7 km.

Exercice 2.6. SurN* on définit la relationaRb si et seulement si® < b°.
1. Vérifier que cette relation est réflexive et transitive.
2. Comparer 2 et 4. La relation est-elle antisymétrique ?

Exercice 2.7. SoitR etS deux relations dansl.
1. Montrer que siR etS sont transitives alor&k N S est transitive.
2. SiR est antisymeétrique alorR N S est antisymétrique.

[1.2 Relation d’ordre

DEFINITION 2.5 (RELATION D' ORDRE). R estuneelation d’ordrelorsqu’elle est réflexive, antisymétrique
et transitive. o

EXEMPLE 2.8 (EXEMPLES DE RELATIONS DORDRE). Quelques relations d’ordre :
- (Rv g)
- (P(E),Q)

EXEMPLE 2.9 (RELATION DE DIVISIBILITE). On notea|b si et seulement s est un multiple dex

(3k € N*,b = ka). C’est une relation d’ordre définie daNs. En effet, elle est

reflexive : a = la, doncala est vrai,

antisymeétrique : sialb etbla, alors3k, k' € N*,a = kb etb = k’a. Donca = kk'a. Commea # 0,
kk' = 1. Maisk, k' € N*, donck = k' =1, eta = .

transitive : sialb etb|c, alors alorsk, k' € N* a = kb etb = k’c. Donca = kk'c : il existek” € N*
(k" = kk') tel quea = k"¢ : alc.

La structure algébrique constituée par I'enseniblenuni de la relation d’ordr&, (c’est-a-dire : le
couple(E, R)) est celle dénsemble ordonné
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[1.3 Ordre partiel, ordre total

Une relation d'ordre définie dans un ensembl@eut posséder une propriété supplémentaire, celle
selon laquelle tous les éléments Besont comparables entre eux. On formalise comme suit :

DEFINITION 2.6 (RELATION D' ORDRE TOTALE). Une relation d’ordre qui posséde cette derniere pro-
priété est dite relation @rdre total et la structure algébrique correspondante est ceasEmble to-
talement ordonné &

REMARQUE 2.3. Cette propriété est aussi équivalente a :
Ve e B, Vy € E, xRy ouyRx

0u encore : « St n'est pas en relation aveg alorsy est en relation avee ».

DEFINITION 2.7 (RELATION D’ ORDRE PARTIELD. Dans le cas contraire, il existe des éléments qui ne
sont pas comparables : on parle alorsrdie partiel. &

EXeEMPLE 2.10. < est une relation d’ordre totale daRs

Exercice 2.11.0n définit une relation binair® surR x Rt par (z,3)R (', y') ssiz? +y? < z/? +y?
ou @? +y? =2 +y?etx <),

Montrer qu'il s’agit d’une relation d’ordre totale

1.4 Eléments maximaux

Soit (E, R) un ensemble ordonné dtune partie deZ. Quelques définitions. ...

DEFINITION 2.8 (MAJORANT). On appellemajorantde A tout élément\] de E tel que, quel que soit
ac€ A, aRM. &

DEFINITION 2.9 (FARTIE MAJOREE). La partieA deE est ditemajorées’il existe un majorant dd <>

DEFINITION 2.10 (MINORANT). On appelleminorantde A tout élémentn deE tel que, quel que soit
a € A, mRa.
On parle aussi de partie minorée. &

DEFINITION 2.11 (ELEMENT MAXIMUM ). On appelleélément maximunde A un élément del qui
est majorant del. ¢

Exercice 2.12. Trouvez des exemples d'élément maximunNsetR.
NOTATION : Max A.
REMARQUE 2.4. SiA est non majorée, il est exclu qu’elle admette un élément maximum. Cet élément

maximum n’existe pas toujours, méme pour une partie majorée. Ainsi, I'interé¢alld2,3[ est majoré,
mais n'a pas d’élément maximum. Cependant, s'il existe, cet élément est unique
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DEFINITION 2.12 (E.EMENT MINIMUM ). On appelleélément minimunde A un élément del qui est
minorant deA. &

NOTATION : Min A.

Exercice 2.13.Etant donnéB = {1, 2, 3,4,5} ordonné selon la relatiod < 2,5 < 2,5 < 3,2 < 1,
3 < 1. TrouverMin A et Max A.

Exercice 2.14 (Relations d’ordre en Algebre de Boole)Soit.A une algebre de Boole.
On considére la relation binaire, de symbate définie par

a<b&a+b=0.

Montrer qu'il s’agit d’'une relation d’ordre.
Montrerquen < b < a-b=a.
Montrer quey(a,b,c) € A3, b-c<a-b+a-c.

On définit la relation binaireC par : @ C b si et seulement si - b = 0; montrer que c’est une
relation d’ordre.

P wbdPE

5. Comparer< et C.

6. En utilisant 'une ou l'autre des définitions ci-dessus pour la relatiorrdf®, trouverMax A et
Min A.

Exercice 2.15 (Diagrammes de transitivité).On consideére. . .

1. £ ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} et on définit la relation binairéR dans E par son graphe
G={(@11),(1.2),(13),(1,4), (1,5), (1,6), (1,7), (1.8), (1,9), (2,23}, (2,4), (2,6), (2,8), (2,9),
(3.3), (4,3), (4,4), (4.6), (4,8), (4,9), (5.3), (5,4), (5,5), (5,6)7], (5.8), (5,9), (6.6), (6,8), (6,9),
(7,7), (7,8), (7,9), (8,8), (9,9) (c'est-a-dire :1R1, etc...). Montrer que cette relation est une
relation d’ordre. E/ est-il totalement ordonné par cette relation ?

2. Mémes questions polt’ = {1,2,3,4,5,6} etG = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6),
(2,2),(2,4), (2,5), (2,6), (3,3), (3.4), (3.6), (4.,4), (4.6), (5,5)6}, (6,6}

Il Relations d’équivalence

On se place encore dans ce paragraphe dans le cBs-oUF'. Soit R une relation binaire définie
dans un ensemble (non vidg) de graphes.

DEFINITION 2.13 (RELATION SYMETRIQUE). R est ditesymétriquesi, dés que: est en relation avec
y, alorsy est en relation avec

Vee E,Vy € E,(z,y) € G= (y,x) €G

REMARQUE 2.5. Ou encoreVz € E,Vy € E, 2Ry = yRx.

Exercice 2.16.Est-ce qu’une relation sur un ensembledont le graphe est constitué uniguement de
couples(x, =) est symétrique ? transitive ?

DEFINITION 2.14 (RELATION D’ EQUIVALENCE). R estune relation d’équivalence lorsqu’elle est réflex-
ive, symétrique et transitive. &
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EXEMPLE 2.17. L'égalité est une relation d’équivalence.
EXEMPLE 2.18 (RELATION DE CONGRUENCE MODULOn DANS Z). Par définition :

x =y [n](lire: «z estcongru & modulon» )< Ik € Z, x —y=k-n

— réflexivité :z = x[n] : en effete —x =0-n, et0 € Z.

— symétrie:sic =y [n|, 3k € Z,x —y =k -n;alorsy — z = (k) - n; or,sik € Z, (—k) € Z,
doncy = x [n].

— transitivité : sir = y [n]jety = 2z [n|,Idk € Z,x —y =k-net3dl € Z,y—z =1-n. En
aditionnant membre a membre ces deux égalités, on ohtient = (k + 1) - n, or (k,1) € Z2,
donck +1 € Z, doncz = z [n).

C’est bien une relation d’équivalence.

Exercice 2.19.SurZ, on écrit «xzRy quandz + y est pair. » Montrez qu& est une relation d’équiva-
lence.

Exercice 2.20.SurR, on définit la relation «wRy quandcos(2z) = cos(2y) ». Montrez queR est une
relation d’équivalence.

1.1 Classes d’équivalence

DEFINITION 2.15 (Q.ASSE D' EQUIVALENCE). Soitz un élément de&, et R une relation d’équiva-
lence surE. On appelleclasse d’équivalencée cet élément 'ensemble des élémentdidgui sont en
relation avea: (on dit encore : « qui sont équivalents ). &

NOTATION : On notes la classe de I'élément: & = {y € E | yRx}.

Exercice 2.21.DansR, on considére la relation binair® définie par :xRy ssiz? — y? =z — 5.
1. Vérifier queR est une relation d’équivalence.
2. Pour tout réelz, déterminers.

Exercice 2.22.DansR, on considere la relation binair® définie par :zRy ssiz.e¥ = y.e”.
1. Vérifier queR est une relation d’équivalence.
2. Pour tout réel, déterminer le nombre d’éléments de

PROPRIETE2.1 : Lintersection de deux classes d’équivalence distinctes est vide.

REMARQUE 2.6. On dit aussi que les classes sont deux a deux disjointes.

PREUVE 1 : On considére deux classeésty, soitz € ©Ny;Vt € ©,ona(t,x) € G; maisz € &, donc
(z,z) € G, donc (symétrie]x, z) € G, donc (transitivité)t,z) € G; maisz € y, donc(z,y) € G,
donc (transitivité)t,y) € G, donc (finalement) € g, et donci C g, raisonnement analogue pour
toutt € g, qui aboutit &y C x, et enfin (par double inclusior) = v ; si deux classes ont un élément
commun, elles sont confondues ; donc deux classes distinctes sonttdsjoin 1

DEFINITION 2.16 (RARTITION D'UN ENSEMBLE). Une partition d’un ensemble est une famille de
sous-ensembles deg, 2 a 2 disjoints, et dont la réunion est égalE.a &
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PROPRIETE2.2 : Les classes d’équivalence réalisent une partitiof de

PREUVE 2 : Comme les classes sont des partieg dieur réunion est une partie de Réciproquement,
tout élément dé& appartient a une classe (« tout élément est classé »). Pestune partie de la réunion
des classes; ét est égal a la réunion des classes. T

EXEMPLE 2.23. On reprend la congruence modulgar exemple pour = 4.0n a .
0=1{..,-12,-8,-4,0,4,8,12,...}
i={..,-11,-7,-3,1,5,9,13,...}
2=1{...,-10,-6,-2,2,6,10,14,...}
3={..,-9,-5-1,3,7,11,15,...}

Exercice 2.24.SoitR la relation d’équivalence suivante dans I'ensemile- {1,2,3,4,5,6} :
R={(1,1),(1,5),(2,2),(2,3),(2,6),(3,2),(3,3),(3,6), (4,4), (5,1), (5,5), (6,2), (6,3),(6,6)}
Trouver la partition deA induite parR, c’est-a-dire trouver les classes d’'équivalenceitle

Exercice 2.25 (Une relation d’équivalence)On considére I'ensemble des points du plan rapporté a
deux axes de coordonnées rectangulaires et deux pBings P, de coordonnées respectives , y; ) et
(x2,y2) ; on définit dans cet ensemble la relation binaRepar :

P1RP2 = T1Y1 = T2Y2

— S’agit-il d’'une relation d’équivalence ? Si oui, étudier les classesuliéence.
— Mémes questions pour la relatid®, définie par

PlR/PQ & 21y = Toys et ;129 >0

Exercice 2.26. Définir, par leurs graphes, les relations d’équivalence dd&hsui comportent respec-
tivement le moins et le plus possible de points. Que peut-on dire de cesirelatio

[1l.2 Ensemble-quotient

DEFINITION 2.17 (ENSEMBLE-QUOTIENT). Il s'agit de I'ensemble des classes d'équivalence de tous
les éléments dE. %

NOTATION : E/R.

Pour parler aisément d'une classe, on choisit un de ses élémentsléneent, surmonté d’un point,
sert a représenter la classe en question. Une fois que ce choix edtdsitdéfinitif, et il n’est plus
guestion d’évoquer les autres éléments de cette classe, il faut se tegipeine d’incohérence, au choix
qui a été fait.

EXEMPLE 2.27 (CONGRUENCE MODULO4). On choisit pour représentants les entierg, donc 0, 1,
2 et 3. Lensemble-quotient e&y47 = {0,1,2, 3}.
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IV Compatibilité entre une opération et une relation binaire

DEFINITION 2.18. La relation binaire (dan%’) de symboleR est ditecompatible avec I'opération
(définie dans?) de symbole> lorsque, quels que soient les éléments’, y ety deE : sixRz' et si
yRy', alors(z o y)R(z' o y/) o

Autrement dit, I'opération conserve la relation.

EXEMPLE 2.28. On consideére la relation classique d’'inégalité dansi on ax < 2’ ety < 3/, on peut
écrirex + 7' <y -+

Ce résultat est bien connu : on a le droit « d'additionner des inégalités raamimembre ». En
d’autres termes, I'addition des réels est compatible avec I'inégalité.

Mais, de—2 < 1 et de—3 < —1, on ne peut pas déduire gée< —1...0n n'a pas le droit de
«multiplier des inégalités membre a membre ».

La multiplication des réels, quant a elle, n'est donc pas compatible avecdlitéeg

Exercice 2.29 (Congruences modula). Montrer que la relation de congruence modulodans Z
définie en cours est compatible avec addition et multiplication.
Etablir les tables des opérations que I'on peut alors définir dans les evies®/57Z, Z/6Z.

Lorsqu’une relation d’équivalence est compatible avec une opératiggeut définir dans I'ensemble-
guotient une opération, diteduitede celle qui existe dans I'ensemble d’origine.

Fin du Chapitre
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Chapitre 3

Application d’'un ensemble dans un autre

|  Application et relation fonctionnelle

DEFINITION 3.1 (APPLICATION). Uneapplicationde I'ensembld’ dans 'ensemblé& est une relation
binaire particulieréRk entreE etF, dont le graphé&: doit posséder les propriétés suivantes :

— pour tout élément de E, il doit exister un élément de F tel que(x, y) soit élément dé: ;

— cet élémeny doit étre unique. &

Voici la formalisation (partielle) de ces propositions :
—-VzxeE, JyerF, (x,y) €G
—-Vexe E,VyeF, VY € F(x,y) € Get (x,y) € G=y=1].

Il existe un intermédiaire entre relation et application . ..

DEFINITION 3.2 (RELATION FONCTIONNELLE). On parle daelation fonctionnell&uand tout élément
de I'ensemble de départ posséde au plus une image. O

REMARQUE 3.1. Une application est donc une relation fonctionnelle particuliére : tément de
'ensemble de départ posséde exactement une image.

Exercice 3.1. Parmi les relations suivantes deversR, repérez les relations fonctionnelles, repérez les
applications :

1. R ={(z,y) € R |y| = Va}
2. R={(z,y) e R* zy =1}
3. R={(z,y) eR:y—x+2=0}
Il Image et antécédent d’'un élément

On suppose dorénavant qReest une application. Pour undonné deF, il lui correspond un et un
seuly de I qui est en relation avec lui p&.

DEeFINITION 3.3. Cet uniquey est alors appelémagedex par I'application définie paR . &
NOTATION : Si I'on désigne payf cette application, I'expressioni«est I'image der par f » est for-

malisée pay = f(x). De plus, on formalise la propositionf«est une application d& dansF' » par
f: E— F.Laproposition « est 'image der par f » peut aussi étre traduite paf : x — .
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Exercice 3.2. Interpréter chacune des situations suivantes au moyen d’une applic&bom cela, on
définira deux ensemblet et B ainsi quef : A — B. Préciser dans chaque cas pourquoi il s'agit bien
d’une application.

1. Le registre d’'un hétel qui posséde 55 chambres.
2. Le numéro d'INSEE.
3. La parité d'un entier naturel.

Réciproquement, sojt une application. ..
DEFINITION 3.4 (ANTECEDENT). Siy estlimage de: par f, alorsx est appelé uantécédentley par
- ¢

Un quelconque élémeptde F' ne posséde pas forcément d’antécédant par une appligatibh—
F. Etil n’y a pas forcément unicité quand il en possede y de F' peut avoir plusieurs antécédants par
une applicatiory.

Les cas particuliers ou togtde F' posséde au plus un antécédant, et au moins un antécédant, sont
étudiés dans les deux sections suivantes.

Il Applications injectives

DEFINITION 3.5 (INJECTIVITE). L'applicationf : E — F est diteinjective quand touty € F' pos-
séde au plus un antécédant gpar O

REMARQUE 3.2. Le terme injection est synonyme d’« application injective ».

Linjectivité d’'une application peut se caractériser de la maniere suivante

PROPRIETE3.1 (CARACTERISATION DES FONCTIONS INJECTIVEE:

« f: E — F estune application injective == [Vx,2’ € E, f(z) = f(2') = z = 2]

Exercice 3.3. Prouver, en utilisant la caractérisation ci-dessus, que les applicatioivastes sont in-
jectives :

1. f:R— R,z+— 22+ 3.

2. f:RT — R,z — 322 + 1.
Exercice 3.4. Prouver, en utilisant la caractérisation ci-dessus, que les applicationsstes ne sont
pas injectives :

1. f:R— R,z |z|.

2. f:R—R,z+— 2%
Exercice 3.5. Tracez le graphe d’'une application qui est injective, et d’une applicatjonne I'est

pas. Trouver une caractérisation de l'injectivité d’'une applicatibn £ — F', a partir du nombre
d'intersections entre la courb@, et les droites verticaleg = b,b € F.

Exercice 3.6.Soit f : E — F une application injective. Peut-elle perdre ce caractére injectif si on
réduit I'ensemble d’arrivée ? Et si 'on réduit I'ensemble de départ ?
Que se passe-t-il si I'on change «réduit» en «augmente» dans leédmétes questions ?

Exercice 3.7.0n supposegof injective. Montrer quef est injective. Est-ce queg est obligatoirement
injective ?
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IV Applications surjectives

La définition d’'une applicatiorf exige seulement que chaque élémente £ admette une image
(unique)y dansF', mais pas que tout élémentie I admette un antécédent daisS’il en est néanmoins
ainsi, I'application est ditsurjective:

DEFINITION 3.6. Une applicationsurjectivef : E — F est une application telle que toytde F
admette un antécédent dans &

REMARQUE 3.3. Surjectionest synonyme d’« application surjective ».

Exercice 3.8. Tracez le graphe d’une application qui est surjective, et d’une apipdicajui ne I'est pas.
Exercice 3.9. Donnez des exemples (sous forme analytique) de fonctions surjectigedpaction qui
ne le sont pas.

V Image d’'un ensemble par une application

D’une maniere générale, on peut considérer I'ensemble des imagdsmesnts deZ par une appli-
cationf de E dansF (ils en ont tous une, et une seule).
DEFINITION 3.7 (IMAGE D' UN ENSEMBLE PAR UNE APPLICATION. Cet ensemble, qui est évidem-
ment une partie d&', est notéf < E >, et est appelémage deF par f :
f<E>={f(x)e F|ze€E}
REMARQUE 3.4. Sitous les éléments deont un antécédent dais(f est surjective), cela signifie que

tout élément dé’ est élément d¢ < E >, donc quel’ C f < E >. Comme on a remarqué par ailleurs
quef < E>C F,ona,danscecag,< £ >=F.

Cette derniére remarque permet la formalisation suivante :

PROPRIETE3.2 (CARACTERISATION DE LA SURJECTIVITB :

« f est (une application) surjectives> f < F >=F

EXEMPLE 3.10. Soit 'application « élévation au carréf» = — 2> deR dansR. Elle est :
— non surjective f <R >=RT,
— non injective :f (—2) = f(2) = 4.

Exercice 3.11.0n suppose@of surjective. Montrer que est surjective. Est-ce qufeest obligatoirement
surjective ?
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VI Applications bijectives

DEFINITION 3.8 (APPLICATIONS BIJECTIVEY. Une application qui est a la fois injective et surjective
est ditebijective. O

REMARQUE 3.5. Synonyme d'« application bijective » : bijection.

Exercice 3.12.Dans chaque cas, dire si 'applicatioh: A — B est injective, surjective ou bijective.
1. A=R,B=R, f(z)=2+7

A=R,B=R, f(z)=2?>+2x -3

A={zecR4<2<9},B={rcR|21 <2 <96}, f(x) = 2%+ 22 — 3

A=R,B=R, f(x) =3z — 2|x|

A=R,B=R, f(z)=¢"+1

A=N,B=N, f(z) =z(z+1)

o g s~ DN

PROPRIETE3.3 : Dans le cas d'une bijection, a chaque élémede E correspond un et un seul
élémenty de F' (définition d’'une application) et, réciproquement, a chaque (surjectiéiéenty
de F' correspond un et un seul (injectivité) élémerde E.

Cette derniére proposition est précisément I'affirmation de I'existenceedipplicatiory de F' dans
E, telle quexr = g(y) <= f(z) = v.

DEFINITION 3.9 (APPLICATION INVERSE). Cette application est appelégplication inverseale I'ap-
plication f . ¢

NOTATION : On la notef—!

Exercice 3.13.Reprendre I'exercice précédent, en trouvant I'application récipmdes applications
bijectives.

EXEMPLE 3.14. Soit I'application « multiplication par 25 : x .—> 2x deR dansR. Elle est surjective

et injective. Elle admet donc une application inverge* : z — 5

Exercice 3.15.Soit f : Z — Z définie parf(n) = n + (—1)".
1. Montrer quen et f(n) sont toujours de parité différente.
2. Montrer quef est bijective.
3. Calculerf(f(n)). En déduire une expression die! et résoudre I'équatioB47 = n + (—1)".
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Chapitre 4

Relationsn-aires

| Définitions
.1 Relations orientées et non orientées

Exactement comme dans le cas des relations binaires, on considére tisé& he I'ensemble pro-
duit cartésien de ensemble$E; , Es, ..., E,), SOItG C By X Eg X -+ X E,,.

DEFINITION 4.1 (RELATION n-AIRE). Cette partie définit une relationaire entre ces ensemblesy

NOTATION : Pourum-uplet(z;, o, ..., x,) d’éléments dé; x B2 X - -xX E,,, onnoterdzy , x2, ..., T,) €
GOouR(x1, 2, ..., x,) le fait que ces éléments sont en relation par la relaiate graphe.

Comme dans le cas des relations binairespleplets sont ordonnés et, méme si deux des ensembles
E; et E; sont identiques (pour # j), le couple d’élémentéz;, y;) est considéré comme différent du
couple(y;, ;) lorsquex; # y;.

Cependant, dans la plupart des applications pratiques des relataires, et dans toutes celles que
Nous verrons en tout cas, on « étiquette les colonnes », ce qui persiaffdanchir de cet ordre, et de
considérer ce que I'on appelle des relatiangiresnon orientéesdont lesdomainessont les ensembles
(E1, Es, ..., E,), dans un ordre non spécifié, car ils sont nommés.

I.1.1 Exemple de relation ternaire orientée

Soient

— B1 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9},

— Fy = {1988,1989,1990, 1991, 1992, 1993, 1994}
— E3 = {Alsace BeaujolaisCotes du Rhénge

et soit

G = { (3,1988,Alsace), (4,1991,Alsace), (8,1989,Beaujolais), (4,1989,aatBhone)}.
G est le graphe d’une relation ternaire orientée qui représente uné vave

On peut la représenter par le tableau :

1988 | Alsace

1991 | Alsace

1989 | Beaujolais

1989 | Cotes du Rhéne

= 00 = W
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Il est évident que l'ordre des éléments dtuplet élément d&7 a une importance fondamentale,
surtout lorsque l'intersection des domaines n’est pas vide.

Autrement dit, cette relation doit étre considérée comme différente de la rethifome surEs x
E»> x Ej par le graph&?’ représenté par le tableau

Alsace 1988 | 3
Alsace 1991 | 4
Beaujolais 1989 | 8
Cotes du Rhéne 1989 | 4

I.1.2 Exemple de relation ternaire non orientée

Pour s’affranchir de I'ordre en évitant toute ambiguité, il faut nommer ¢tdsnnies du tableau, c’est-
a-dire ajouter un ensembleatfributs (ou clés, ou étiquettes) qui pourraient étre{isiombre, Année,
Régiort.

On obtiendrait

Nombre| Année| Région
3 1988 | Alsace
4 1991 | Alsace
8 1989 | Beaujolais
4 1989 | Coétes du Rhone

Cette relation ternaire ne sera pas considérée comme différente de la nedptiésentée par

Région | Année| Nombre
Alsace 1988 3
Alsace 1991 4
Beaujolais 1989 8

Cotes du Rhéne 1989 4

En effet, les attributs ne sont pas ordonnés, I'enseff®égion, Année, Nombieest égal a 'ensem-
ble {Nombre, Année, Régign

Dans la suite, le terme de relatioraire sera réservé aux relations non orientées.

On peut toujours associer a une relatiiaire une relatiom-aire orientée, définie sup; x Dy X
- x D, ou lesD; sont les domaines attachés aux attributsidénoncés dans un certain ordre.
Bien entendu, si les attributs sont énoncés dans un ordre différeelaimnn-aire orientée associée
peut ne pas étre la méme, mais, pour une méme relataine, toutes les relations-aires orientées
associées se déduisent les unes des autres par une permutation sondieesd.

C’est pourquoi on s’autorisera a utiliser I'abus de notaf{x; , z2, ... , x,), pour exprimer que
les z; sont en relation par la relatiom-aire (non orientéeR, en se référant a I'une quelconque des
relationsn-aires orientées associées (celle qui correspond a I'ordre des dmmyitorsque lese; sont
énonceés).

NOTATION : On noteraR[A] une relatiom-aire (non orientée) d’attributd.
.2 Relations équivalentes, relations égales

DEFINITION 4.2 (RELATIONS n-AIRES EQUIVALENTES). Deux relationsi-aires (non orientées) sont
équivalentegorsque leurs domaines sont les mémes et qu’il existe une permutation dewaisés telle
que les relations orientées associées sont égales (au sens de I'égatitselmbles, puisqu’une relation
n-aire orientée est définie comme un ensemble). O
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DEFINITION 4.3 (RELATIONS n-AIRES EGALES). Deux relationsh-aires (non orientées) sogtjales

lorsqu’elles sont équivalentes et que leurs attributs sont les mémes. &
Groupe| Nom | Age Age | Nom | Groupe Note | Matiére | Nombre
1 A 18 18 A 1 18 A 1
1 B 17 17 B 1 17 B 1
2 C 18 18 C 2 18 C 2
Une relationR Une relation égale ®  Une relation équivalente®

1.3 Interprétation fonctionnelle

Chaque ligne du tableau d’une relatioraire R [A] aux attributs4, de domainesD; , D, ..., D),
peut étre interprétée comme une applicatiomddgensemble des attributs) dahy U Dy U - - - U D,,.

EXEMPLE 4.1. Par exemple, pour la premiére relation du paragraphe précédqraubconsidérer les
fonctionsfy, f2 et f3 définies parf; (Groupg = 1, fi(Nom) = A, f1(Age) = 18, fo(Groupe = 1, etc.

.4 SGBD

DEFINITION 4.4 (SGBD). Un Systéme de Gestion de Base de Données Relationnelles (SGBD) est une
application informatique de définition et de travail sur des relatioages (non orientées). &

Cette application met en général a la disposition de I'utilisateur un langage fles@lvent, SQL)
qui permet

— de définir les objets et leurs liens, de les modifier et d’enrichir la basertdeés,

— de retrouver l'information contenue dans la base de données pamlalédion de requétes.

Il Projections

1.1 Définitions

Soit R[A] une relatiom-aire d'attributsA, eta € A.
On poseA = {a} U B, et on suppose que le domaineaestD; et que les domaines des attributs
deBsontDs, ..., D,.

DEFINITION 4.5 (PROJECTION DUNE RELATION). La projection de la relatioflR suivanta sur B,
notéeR, (on autorise ausst|B]), est définie par :

Ra(l’g,...,$n) = dxy € Dy, R(x1,x2,...,xn).
REMARQUE 4.1. Dans la pratique, on obtient la projection d’une relation :

— en supprimant la colonne de I'attribut selon lequel se fait la projection,
— et en ne conservant qu’une seule occurrence de lignes quirdetai@nues identiques.

[I.2 Théoreme des projections

Soit R[A] une relatiom-aire d’attributs4, a € A,b € A (b # a).
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PROPRIETE4.1 (THEOREME DES PROJECTIONES:

(Ra)y = (Ro)q -

PREUVE (Démonstration immédiate). [

REMARQUE 4.2. Ce dernier résultat nous autorise a considérer la projection célatén suivant un
sous-ensemble d’attributs (et sur le complémentaire de ce sous-enseattoibuds).

NOTATION : On notera cette projectioRz (OUR[A \ B]) (si B C A, c’est la projection suivanB de
RsurC = A\ B.

[l Opérations sur les relations n-aires

1.1 Somme et produit

Soit’R une relation d'attributs! etS une relation d’attribut$3, pour lesquelles les attributs de méme
nom ont méme domaine.
Les relations somm®& + S et produitR = S ont pour attributsA U B.

Pour I'énoncé de la définition, comme 'ordre dans lequel on énonce lgmitgtest sans importance,
on suppose que, damsU B, les éléments sont énumeérés dans I'ordre suivant

— les attributs ded qui ne sont pas dans, les domaines sor?; , ..., D),
— les attributs communsA et aB, les domaines sodd,, ;1 , ... , Dy,
— les attributs dé3 qui ne sont pas dans, les domaines sod, 1, ..., D).

('un de ces sous-ensembles peut étre vide).

DEFINITION 4.6. On a alors, par définition

- (R+S) (@1, ..., Tp, Tpy1,s --v s Tq, ..., Tgr1, Tn) Si €t seulement si
R(xi, ..., xq) OUS(Tps1,s ---, Tn),
- (R*xS)(x1,...,%p, ..., 2Zq, ..., Ty) Sietseulement si
R(xi, ..., xq) €tS(zps1, ..., Tn). O

NOTATION : On note(R + S)[AU B] et(R xS) [AU B].

EXEMPLE 4.2. Le domaine de l'attribut Groupe €gt, 2, 3}, celui de Nom esfA,B,C} et celui de Age
est{19,20,21}.

Groupe| Nom | Age
1 A 19
1 A 20
1 A 21
Groupe| Nom | Age 1 B 19
Groupe| Nom Groupe| Age 1 A 20 1 B 20
1 A 1 20 1 A 21 1 B 21
1 B 1 21 1 B 20 1 C 20
2 C 2 21 1 B 21 1 C 21
2 C 21 2 A 21
2 B 21
2 C 19
2 C 20
2 C 21
Une relationR Une relationS LarelationR xS LarelationR + S
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[11.2 Réunion et intersection

C’est le cas particulier de la somme et du produit de deux relations d'attribet$3 dans le cas ou
A=B.
Donc,danslecasod = B, RUS =R+ SetRNS =R *S.

NOTATION : On note don¢R U S) [A] et(R N S) [4]

[11.3 Produit cartésien

Il s’agit du cas particulier du produit de deux relations dans le ca$ ouB =g.
Donc,danslecasodNB =g, R xS =R *S.

NOTATION : On note dong¢R x S) [AU B].

IV Sélection d’'une relation n-aire

Soit R[A] une relationn-aire d'attributsA et F' une formule de logique dans laquelle les variables
sont des éléments deet les constantes des éléments du domaine des attributs.

DEFINITION 4.7. La sélection derR suivantF' est une relation ayant les mémes attribitsnotée
(R: F)[A] ettelle QueR (x1, xo, ..., xy) €LF (21, T, ..., Tp). &

Autrement dit, il s’agit des éléments des domaines des attributs qui sonlaéongarR et qui
satisfont la formulef” donnée.

EXEMPLE 4.3. Sur une relation d’attributdNom, Age, Note} on pourra définir la relatioff Age <
19) et(Note > 16)] pour sélectionner les étudiants admis a s’inscrire au département ditique.

V Dépendances fonctionnelles et clés

V.1 Dépendances fonctionnelles
Il s’agit, lorsque c’est possible, de remplacer une relatieaire par une autre, plus simple, et sans
perte d’information.

Soit R[A] une relation d'attributs! telle queA soit de laformeX UY U Z.
On suppose pour simplifier :

— que les domaines des attributsdesontD; , Dy, ..., D),
— que ceuxd& sontDp 1, ..., D,
— que ceux de&Z sontDyyy, ..., D,,.

DEFINITION 4.8 (DEPENDANCE FONCTIONNELLB. On dit queY dépend fonctionnellement d&
lorsque I'on a

R(x1, .o, Ty, Tptiy vy Tgy Tgply ---  Tn)
et
7?,(951,...,azp,:L‘;)H,...,xi]7:13;+1,...,$'n)
si et seulement si
xp+1:x;+1,...,xq::1:'q
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NOTATION : Dans la suite, et pour une situation du méme type, on s’autorisera a utiligetéons
suivantes :

— Dx pourDy, Dy, ..., Dy,
— Dy pourDpi1, ..., Dy,

— DzpourDyiq1, ..., Dy,
—xzpour(zy, ..., xp),

— Yy pour(zpi1, ..., &q)

— etz pour(zg41, ..., ZTn).

Ainsi, la condition énoncée peut s'écrire plus simplenfeqt, y, z) et R(x,y’, 2’) si et seulement
siy = v/ (cette égalité devant étre considérée comme une égalitéugsets, c’est-a-dire I'égalité
composante par composante.

EXEMPLE 4.4. Dans la relation suivante,

Z

OW>>OW>OW>Oo

Groupe

3

Niveau | Age
20
21
20
20
21
20
20
21
20

P WNRWR RN
NNRPRPERPWWWE

On distingue les dépendances fonctionnelles
— {Nom} = {Age}
— {Groupe , Niveay = {Age}

V.2 Théoreme des dépendances fonctionnelles

PROPRIETE4.2 (THEOREME DES DEPENDANCES FONCTIONNELLBS Si la relationR[A] d’at-
tributs A = X UY U Z admet une dépendance fonctionnelle=- Y, elle est le produit de ses
projections sulX UY et X U Z.

ExXEMPLE 4.5. Larelation précédente est le produit de ses deux proje@ligMom, Age}] etR[{Nom, Groupe Nive

V.3 Clés

DEFINITION 4.9 (QLE). Pour une relatiorR[A| d'attributs A, uneclé est un sous-ensemble minimal
K de A tel qu’il existe une dépendance fonctionnélle= A\ K.

(K est un sous-ensemble minimal au sens qu’il n’y a pas de partie difiatie K pour laquelle il
existe une dépendance fonctionnédile= A\ K’). O

REMARQUE 4.3. Cette « minimalité » n’entraine en aucune maniére l'unicité de la clé pouelatien
donnée.
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PROPRIETE4.3 : Pour toute relation, il est possible d’introduire un attribut dont lésuva sont
toutes différentes, et qui constitue donc une clé pour la nouvelle reldiienwe (par exemple, une
numérotation).

Fin du Chapitre
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Deuxieme partie

Arithmetique
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Chapitre 5

Ensembles de nombres entiers

| Nombres entiers naturels [N)

[.1 Définition de N
1.1.1 Définition

DEFINITION 5.1 (ENSEMBLE DES ENTIERS NATURELS. On appelleensemble des nombres entiers na-
turelsN tout ensemble possédant les propriétés suivantes
1. Il existe une injection d& dansN.
Cette injection, appeléenction de successiosera notée dans la suite.
L'image d’un entiem par la fonction de successiensoits(n), est appelésuccesseuten.

2. Il existe un élément d¥ qui n’est le successeur d'aucun élémeniNde
Cet élément est appelézéro» et noté 0 dans la suite.

3. Le «Principe de récurrence est satisfait :
Soit M la partie deN constituée par les entiers qui possedent une certaine propri€tg note
«p(n) » le fait que 'entiem posséde la propriéjé

PROPRIETES.1 (PRINCIPE DE RECURRENCE: Il s’énonce ainsi : « S/ contient O et le
successeur de chacun de ses éléments, &lotsN. »

Sous forme formalisée...
SoitM ={n €N |p(n)},;si0 € M etsiln € M = s(n) € M], alorsM = N. O

REMARQUE 5.1. M = N signifie évidemment que la propriété est possédée par tous les entieetmatur
C’est, en général, la conclusion attendue d’un « raisonnement paraéce »

1.1.2 Surlarécurrence

Il existe une version « affaiblie » du principe de récurrence : la réage restreinte, qui permet de
s’assurer qu’une propriété est vraie a partir d’'un certain rang...

PROPRIETES.2 (RECURRENCE RESTREINTE: SoitM = {n € N |p(n)}.
Sip € M etsi,jn e M = s(n) € M|, alorsM estde laformgp,p+1,p+2,...}.
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Il existe encore une version « renforcée » : la récurrence gérgmalisli permet de « supposer la
propriété vraie jusqu’a l'ordre »...

PROPRIETES.3 (RECURRENCE GENERALISEE: SoitM = {n € N|p(n)}.
Si,Vp e M,{0,1,2,...,p} C M etsis(p) € M, alorsM = N.

PREUVE Elle se démontre a partir de la récurrence « normale ». [

REMARQUE 5.2. La récurrence généralisée permet d'éviter un double raisomh@anerécurrence.

Maniére correcte de rédiger un raisonnement par récurrence :

1. SoitM I'ensemble des entiers naturels qui vérifient ... (mettre ici 'énoncé de faipté que I'on
cherche a démontrer)

2. Initialisation de la récurrence : vérifier que 0 est élémeni\fig« la propriété est vraie pour
n=>0 »)

3. Caractére héréditaire de la propriété : soiin élément déV/ (cela a un sens, puisque I'on sait
maintenant qué/ n’est pas vide : il contient au moins 0), vérifions que) est encore élément
de M («la propriété est vraie pour+ 1 »)

REMARQUE 5.3. Toute phrase, telle que celles que I'on peut souvent lire, de la fesupposons la
propriété vraie poun » devrait immédiatement appeler la question : gu’est-ce que c’'est que
— Sin est «un entier quelconque » , alors vous supposez la propriété veaiarpentier quelconque,
et il ne vous reste plus grand chose a démontrer....
— Sin estun entier fixé, mettons 47, alors vous allez démontrer la propriété ®oetrilvous restera
pas mal de chemin a faire. ..
Non, ce que vous supposez, ce n'est pas que la propriété estpwaieqUoi que ce soit), mais que
n est un entier pour lequel la propriété est vérifiée (cet entier étantrémeat quelconque parmi ceux
pour lesquels la propriété est vérifiée), ce n’est pas du tout la méme.chos

I.1.3 Exercices
Une premiére récurrence

Exercice 5.1. 1. Calculez 1, 1+3, 1+3+5, et 1+3+5+7.
2. AqQuoil +3+5+ 7+ ...+ (2n— 1) + (2n + 1) semble-t-il étre égal (en fonction g ?
3. Démontrer que I'on a effectivement I'égalité

Somme d’entiers élevés a une puissance donné®n montre, dans ce qui suit, une application de la
technique de récurrence, pour calcg(n) = 1¥ + 2% 4 ... + n* vk, n € N (d’autres techniques, plus
efficaces, existent).

Exercice 5.2. On souhaite calculef;(n) =1+ 2+ ... + n.

1. Cherchez un bon candid&t (n) pour cette formule.
— On pourra chercher un lien logique entfg (1), S1(2), S1(3), S1(4), ...
— On pourra aussi faire le lien avec les suites arithmétiques.
— Ou encore, retrouver la méthode de Gauss= 1+2+...4+n,etS =n+(n—1)+...+2+1.
Si on somme ces deux expressions...
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2. Prouvez, par récurrence, que la somme est bien égale a ce eandid
3. Quelle est la « forme » de ce candidat (fonction tangente ? polynéme ?)

Exercice 5.3. On souhaite calculefy(n) = 12 + 22 4 ... + n?.

1. Cherchez un bon candid&t(n) pour cette formule.
— On pourra chercher un lien logique entfg (1), S2(2), S2(3), S2(4), ...
— Ou encore,

— Regardez la forme dgy(n) = 1° + 20 + ... + n0, etdeS;(n) = 11 + 2! + ... +- n!

— Interpolez la formule poufs(n). On pourra imaginer queéss(n) est toujours un polynéme
enn. Quel serait son degré le plus probable ? Quelle en serait donc la for@e aura a
déterminer les coefficients intervenant dans ce polynéme. Pour ceifsinéfit de considérer
gue cette formule doit convenir pour n=1, 2, etc.

2. Démontrez, par récurrence, que I'on a bien égalité emtre- 22 + ... + n? et votre candidat.

Exercice 5.4. Poursuivre le raisonnement poSg (n). Cette méthode permet-elle de calculgtn), vk, n ?

Autres exercices sur la récurrence

Exercice 5.5. Montrer quevn € N, 7 divise3?"+1 4 2n+2,

Exercice 5.6. Soit(uy, ),en Une suite réelle telle quén € N,
Up42 — DUnt1 + 6uy =0

Montrez qu’il existex, § € N tels quelNn € N, u,, = a3™ + 52",

Exercice 5.7. Montrer quevVm,n € N*,Vr € N, m?"+1 4 n27+1 est divisible pam + n.

[.2 Opérations et relation d’ordre dans N

On suppose ici connues les opérations et la relation d’ordre classjguesistent dand! : addition,
multiplication, relation d’'inégalité au sens large.
Ces éléments peuvent étre définis rigoureusement, et toutes les praggid@srées par récurrence.

EXEMPLE 5.8. Par exemple, on peut définir la relatiprt n pardg € N, n =p+q.

PROPRIETES.4 : Les opérations précédentes ont pour propriétés :
— l'addition est commutative, associative, il existe un élément neutre (0),
— la multiplication est commutative, associative et admet aussi un élément (igutre
— la multiplication est distributive sur I'addition,
— les entiers sont totalement ordonnés par I'inégalité, et cette relationrel’estl compatible
avec I'addition et avec la multiplication.

[.3 Nombres premiers

1.3.1 Définitions

DEFINITION 5.2 (MULTIPLE, DIVISEUR). Si un entiem peut s’écrire sous la forme = pq, olp etq
sont des entiers, on dit queest unmultiple dep et quep est undiviseurden. &
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Exercice 5.9. Soitm = 23 x 5 % 72 x 13%. Combien le nombre: a-t-il de diviseurs naturels ?

Réponse : (3+1)*(1+1)*(2+1)*(3+1)=96.

DEFINITION 5.3 (NOMBRE PREMIER. Un nombre premieest un nombre entier strictement supérieur
a 1 qui n’est divisible que par 1 et par lui-méme. O

ExXEmMPLE 5.10. Ainsi, le plus petit nombre premier (et le seul qui soit pair) est 2.

PROPRIETES.5 : |l existe une infinité de nombres premiers.

REMARQUE 5.4. Le probléeme de la primalité d’'un nombre (trés grand, évidemment) estldiffi

1.3.2 Décomposition en facteurs premiers

DEFINITION 5.4 (DECOMPOSITION EN FACTEURS PREMIERS L'écriture d’un entiem sous la forme
n=a’c’...,00a,b, c, ...sontlesdiviseurs premiers distinctsidet oul les exposants, 3, 7, ...
sont tels que, par exemple,est divisible pan® mais pas paa®*' s'appelle ladécomposition en fac-
teurs premierslen.

On dit que les exposands 3, vy, ... sont les ordres de multiplicité des diviseurs, c, . ..) &

PROPRIETES.6 : La décomposition d’'un entier en ses facteurs premiers est unique.

Exercice 5.11.Ecrivez les nombres 3850 et 1911 sous forme de produits de normeniefs.

Réponses2 x 52 x 7« 11 et3 * 7% x 13.

Exercice 5.12 (Nombres de Fermat) On appelle nombres de Fermat les nombres de la f@the- 1.
1. Montrer que, pour qué™ + 1 soit premier, il faut que: soit une puissance de 2.

La réciproque n’est pas vraie : donner un exemple de nombredadt qui ne soit pas premier.

Montrer que, pouk > 1, F), divise F}, 1, — 2.

En deduire qué’), et F},,; sont premiers entre eux.

En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

a ks v

.4 Relation de divisibilité

On a vu dans le chapitre sur les relations entre ensembles la relation binaiiresitzlité définie
dansN*.

Cette relation est une relation d’ordre partiel : il existe des paires d’emiter comparables par cette
relation.

ExXeMPLE 5.13. 3 ne divise pas 7 et 7 ne divise pas 3.
Ces deux entiers ne sont donc pas comparables du point de vue disilaildé:

Cet ordre n’est donc que partiel, mais il existe, pour chaque coupigiel's distincts, une borne
inférieure et une borne supérieure...
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DEFINITION 5.5 (PGCD, PPCM).Tout ensemble fini de nombres entiers strictement positifs admet
une borne sup et une borne inf pour la relation de divisibilité.

Cette borne inférieure et cette borne supérieure sont respectivepgiteplus grand commun
diviseuret plus petit commun multiplede ces deux entiers. &

NOTATION : llIs sont respectivement notés\ b eta V b.

PREUVE Lexistence du PGCD découle de I'existence de la décomposition en fagisemiers : il
suffit de comparer les décompositions des deux nombres pour dédeuvitGCD.
Le PPCM, lui, vautz V b = ab/(a A b). [

EXEMPLE 5.14. Commel8 = 243 et que56 = 237, on voit aisément qués A 56 = 23.
Exercice 5.15. Calculezppecm (102, 138).

Réponse : 2346.

PROPRIETES.7 : N* est un treillis pour la divisibilité.
On peut de plus montrer que :
— ce treillis est distributif, c’est-a-dire quev (y Az) = (x Vy) A (zVz)etquer A (yV z) =
(xAy)V (zAz),
— iladmet un élément minimum (1), mais pas d’élément maximum,
— les nombres premiers sont les éléments minimaudé {1}).

DEFINITION 5.6. Deux nombres entiers strictement positifetb sont ditspremiers entre eukorsque
aNb=1. &

Exercice 5.16. Soienta, b, ¢, d des entiers naturels non nuls tels qué= be.
Prouvez que si etb sont premiers entre eux, alobg]

Réponse : En se plongeant dans le calcul modutm a : ad = 0.

Commea etb sont premiers entre eux,est inversible, et doné¢ = 0.
On en déduit quéd est un multiple dé.

.5 Entiers relatifs

L'ensemble habituellement not& des entiers relatifs est obtenu a partir Nepar le procédé de
symeétrisation pour I'addition.

Sans s’étendre sur le sujet, disons que cela consiste a introduire les sticiement négatifs
comme opposes des positifs correspondantsppaf—n) = 0.

On sait que les porpriétés des opérations sont conservées; la ssriétgrperdue dans cette exten-
sion est la compatibilté entre la relation d’ordre et la multiplication.

En revanche, on gagne évidemment I'existence d’'un opposé pounekatjer.
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Il Division euclidienne dansZ et applications

1.1 Définition

On se donne deux entiers relatifetb, b non nul.

PROPRIETES.8 : |l existe un et un seul couple d’entiers relatifst » qui vérifient la relation suiv-
ante :a = bqg +r,avec) < r < |b|.

DEFINITION 5.7 (DIVISION EUCLIDIENNE). Obtenir les valeurs dget der, c’est effectuer lalivision
euclidiennedea parb.

q est appel@uotient r est appeléeste(dans la division euclidienne).

Enfin, lorsque- est nul,a est ditdivisible parb, oub est undiviseurdea. &

EXeEMPLE 5.17. Tout nombre non nul est au moins divisible par 1 et par lui-mémed x 1 + 0).
ExeEmMPLE 5.18. 0 est divisible par tout nombre entier non (k= 0 x b + 0).

Exercice 5.19.Quels sont le quotient et le reste de la division euclidienne.gear n dans le cas ou :
1. m=—-38etn =6,
2. m =165 etn = —14.
Réponses : (-7,4) et (-11,11).

Exercice 5.20 (Divisibilité dansN). On se place dans I'ensemhile

1. Trouver les restes dans la division par 5 du carré d’un entier.

I

Trouver les restes dans la division par 8 du carré d’un entier impair.
3. Trouver les restes dans la division parde 37" (pourn € N*).
4. Montrer quel0™(9n — 1) + 1 est divisible par 9.

[I.2 Représentation des nombres entiers
11.2.1 Définition

DEFINITION 5.8 (PRINCIPE DE LA NUMERATION DE POSITION. Il consiste a choisir une basede
numération, et symboles qui constitueront les chiffres dans la représentation d’um pos#if en base
b.
Celle-ci s’écrira alors
n=nyb’ + np,lbp_1 + o+ nybt + g

NOTATION : Cette écriture est abregée @1n, 1 ...70),.

REMARQUE 5.5. En informatique, on utilise couramment les bases 2, 8 et 16.
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I1.2.2 Obtention de cette représentation

L'algorithme pour obtenir la représentation en baskun entier est :

1. Effectuer la division euclidienne de cet entier padivision qui donne un premier quotient et un
premier reste.

2. Le guotient est a sont tour divisé gapour donner un second quotient et un second reste, et ainsi
de suite jusqu’a obtenir un quotient nul.

3. Les restes successifs (tous strictement inférietiyset en commencant par le dernier, constituent
la représentation en bagele I'entier donné.

11.2.3 Algorithme de Horner

Réciproquement, étant donnée la représentation erblifisa entier, on obtient sa valeur par appli-
cation de l'algorithme de Hoérner :

n = npbp—i—np,lbp_l—{—- . ~—|—n1b1+n0 est calculé pad‘ ...... (((npb—i—np,l)b—}—np,g)b—k- . -+n1)b+n0)

11.2.4 EXxercices

Exercice 5.21 (Numération, changements de base). 1. Chercher les entiers dont le carré a, en représen-
tation décimale, mémes chiffres des dizaines et des unités.

2. Onposer =2p—1,b=2p+1, c = 2p + 3; trouver I'entier p de maniére que? + b> + ¢ soit
de la formerzzz).

3. L'entiern s’écrit 341, et2331,. Trouvera.

4. Montrer que, dans toute bagesupérieure ou égale a 3, I'entier qui s'écrii211, n’est pas
premier.

5. soitn > 7. Donner I'écriture de(n + 1)* en basen.

Exercice 5.22 (Développement décimal)On considére le nombre réeldont le développement déci-
mal s’écritz = 0,012 345 679 012 345 679 ... ... ... (la séquencé12 345 679 est reproduite
indéfiniment). Ce développement décimal est périodique, de période 9

1. Montrer quez vérifie une équation de la forme*z = n + z, ol k et n sont des entiers a
déterminer. En résolvant cette équation, montrer guest un nombre rationnel, et le mettre sous

la formex = % , OUp etg sont premiers entre eux.

2. Appliquer la méme méthode au “nombigedont le développement décimal gst 0,999 999 999 999 . ..
(périodique de période 1). Quelle conclusion peut-on en tirer ?

3. Démontrer que tout nombre réel dont le développement décirnéihesu périodique a partir
d’un certain rang est un nombre rationnel.

4. Réciproguement, on se propose de démontrer que le dévelopgpddoanal de tout nombre ra-
tionnel est fini ou périodique a partir d'un certain rang. Pour cela, amsidére un rationnel
r = g ,avecq > 0, p € Z, p etq premiers entre eux, et on étudiera successivement les cas

suivants :

— x est entier (C’est a dirg = 1)

— x est rationnel non entier, et est premier avec 10 (On pourra montrer quegsst premier
avec 10, il existe un entidr, non nul, tel qua 0* = 1 [q]).

— x est rationnel non entier, maign’est pas premier avec 10.
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[1.3 Arithmétique modulo n

On rappelle ici la définition de la relation dite de « congruence modulo n » défamsZ étudiée
dans le chapitre consacré aux relations entre ensembles.

DEFINITION 5.9 (CONGRUENCE MODULOR). Soitn un entier strictement supérieur a Iregty deux
éléments dé.

On dit que « estcongruay modulon » lorsquer ety possédent le méme reste dans la division
(euclidienne) pan :

r=ynleIkelZr—y=k-n

PROPRIETES.9 : |l s’agit d'une relation d’équivalence dafs

PREUVE En effet:
—VeeZ,x—x=0=0-n;0r0 € Z, doncz = z[n] (réflexivité).
— Siz=y[n|,Fk € Z,x —y = k-n;alorsy —x = (—k) - n, et, puisqué: € Z, (—k) € Z, donc
y = x[n] (Symétrie).
—Siz =yn|Ik € Z,x —y =k-n;si,deplusy = z[n|], A € Z,y — z = | - n; alors
(par addition)x — z = (k+ 1) x n; commek € Z etl € Z, (k+ 1) € Z, doncx = z[n]
(transitivité). [

La classe d'équivalence d’'un entier donné comprend donc cet eht@iseceux qui ont le méme
reste que lui dans la division euclidienne par

EXEMPLE 5.23. Sin = 3, il y a trois classes distinctes :
-0=1{...,-6,-3,0,3,6,9,...},
—-i={..,-5-2,1,4,710,...},
-2={...,-4,-1,2,5,8,11,...}.

On retrouve ensuite les mémes éléments= 0, etc...

D’une maniére générale, pourquelconque, il y a exactementclasses d’équivalence, notées(de
a(n — 1), c'est-a-dire, il faut le remarquer, un nombre fini.

PROPRIETE5.10 : L'ensemble-quotient (ensemble des classes d’équivalentzejalation de con-
gruence modula est un ensemble fini.

NOTATION : Il est notéZ/nZ.

EXEMPLE 5.24. Z/3Z = {0, 1, 2}.

PROPRIETES.11 : La relation de « congruence modulo> est compatible avec I'addition et la
multiplication des nombres entiers.

PrReUVE En effet, on suppose que :
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—x=2'[n|e kel x—12' =k -netque
—y=ynlelely—y =1 n
— Alors, par addition(z +y) — (2’ +4') = (k+1)-n; (k+1) € Z,donc(z+y) = (¢’ +y')[n] :
la congruence modulo est compatible avec I'addition dafis
En multipliant la premiére égalité par yy—2'y = (ky)-n etla seconde par xz'y—x'y’ = (2'l)-n

Alors, par additionxy — 2’y = (ky + 12') - n. (ky + l2') € Z donczx -y = 2’ - /[n] : la
congruence modula est aussi compatible avec la multiplication dans [

REMARQUE 5.6. C’est cette propriété qui permet de définir dans I'ensemble quétjeri des opéra-
tions, ditesnduitespar celles qui existent daizs..

DEFINITION 5.10. Par définition, on posé + y = (z + y) et -y = (afy). O

ExempLE 5.25. C’est ainsi qu’on obtient les tables d’opérations suivantesZaty. :

+(01]2]3 x|[0/1]2]3
010|123 0/10[0[0]0
i{i]2/3]0 ijo(i|2]3
212301 210(2(0|2
313|012 310(3[2/1

REMARQUE 5.7. On apercoit la présence de « diviseurs de zédow» { = 0), mais aussi I'apparition
d’un inverse pour certains élémengsx 3 = 1).

Exercice 5.26.Calculez :
1. 3% 10°mod97,
2. 3102449,6d1037.

Réponses : 5 et 630.

Exercice 5.27 (Systemes de congruences))s’agit de trouver des entiers qui satisfont des systémes
[p]

de la forme
xr a
T b [q]

Un tel systéme peut ne pas avoir de solution (par exempte,1, p = 2, b = 0, ¢ = 4 : un hombre
impair ne peut étre un multiple de 4).

Une condition suffisante d’existence de solutions espaie soient premiers entre eux.

C’est le cas que nous traiterons ici; dans ce cas, il existe deux entiets tels quepu + qv = 1
(théoréme de Bezout).

Doncpu = 1 [¢] etqu = 1 [p], etz = bpu + aqv est une solution du systéme (pourquoi? ?); les
autres sont de la forme + kpq, ou k est un entier quelconque.

1. Résoudre le systéme de congruences

{z
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2. Application : Probléme du cuisinier : Une bande de 17 pirates s’esteégpd’un butin composé
de piéces d’or, toutes d’égale valeur.
lls décident de se les partager également et de donner le reste évaatgaisinier. Celui-cCi
recevrait alors 3 piéces d'or.
Malheureusement, une querelle éclate, au cours de laquelle 6 piratésugen Le cuisinier re-
cevrait alors 4 piéces d’or.
Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, 6 pirates et le cuisinier sortésalLe partage laisserait
alors 5 piéces a ce dernier.
Quel est le plus petit nombre de piéces d'or qu'il espere lorsqu'ilided’empoisonner les
derniers pirates ?

Exercice 5.28. Résolvez modulo 18 les équations suivantes :

1. 22+ 17 =15,
2. 3x+4 =12,
3. 5x + 13 = 16.

Réponses : {8,17}, { } et {15}.

Exercice 5.29. Sim est un entier naturel plus grand que 2, quel est I'inversenrde 1 modulom ?

Réponse m — 1.

Exercice 5.30.Un nombre « pseudo-premier de base est un entier naturel non premiertel que
(bP — b)modp = 0.
Vérifier que 561 est pseudo-premier de base 3 et que 341 estpperrdier de base 2.

[I.4 Division « entiére » informatique et division euclidienne

La plupart des langages de programmation utilisés en informatique disgtsenype de données
pour représenter ce que les informaticiens appellent les entiers signé&snfiiers relatifs) et possédent
des opérateurs pour effectuer les calculs classiques sur ces nombres

En C ou java, par exemple, le symbgleeprésente le quotient dans la « division entiére » et le
symbole% représente ce que les informaticiens appellent improprement le modulot@edeass leur
«division entiere » ).

Pour des raisons pratiques de réalisation des micro-circuits des morcegsi réalisent ces opéra-
tions, la « division entiére » ne donne pas exactement le méme résultat quisitanduclidienne.

Considérons par exemple les 4 cas possibles de division euclidiennpaité lorsqueja| = 29 et
|b| = 7 (en n'oubliant pas que le reste d’une division euclidienne ne peut é¢reagitif)

a b division euclidienne | ¢ | r | a/b | a%b
29 7 209=4x7+1 4 |11] 4 1
29 | —7[290=(—4)x(=7)+1|—-4|1]| -4 1
—29 | 7 | —20=(=5)xT7T+6 |-5|6| -4 | —1
29| =7 | —29=5x(-=7)+6 | 5 |6| 4 | —1
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Autrement dit, mathématiquement, le quotient est positif lorsque les deux noombtesnéme signe
et le reste est toujours positif, et, pour que le reste soit toujours positifijdgent peut ne pas étre le
guotient des valeurs absolues.

Informatiquement, le « quotient » est positif lorsque les nombres ont le ménes Bgareste » a le
signe du dividende, et la valeur absolue du « quotient » est toujourstequdes valeurs absolues.

Dans les applications de calcul arithmétique, par exemple un calcul de P&GDest pas génant
parce que les restes «informatiques » sont congrus aux restes mathématipulo la valeur absolue
du diviseur, et qu'il ne s’agit alors que du choix d'un représentiEnta classe concernée (addition et
multiplication étant compatibles avec la congruence modilo

Mais il faut gquand méme savoir que I'on peut obtenir un « reste » négatiértipe ses dispositions
le cas échéant...
1.5 Arithmétique modulo 2™ dans les ordinateurs
11.5.1 Présentation générale

Les calculs sur les entiers, dans un ordinateur, se fontZ&21<Z, oun est le nombre de bits utilisés
dans la représentation de ces nombres.

Dans la plupart des microprocesseurs, les entiers sont représarn@@sits, les calculs se font donc
dansZ /2327 (et qu'ils le soient sur 64 bits ne change rien au probléme).

Disposer d’entiers signés ou d’entiers non signés est uniquementasgan de choix du représen-
tant dans les classes d’équivalence, mais la représentation phyditpenése.

Comme il nous est difficile de représenter ici la liste compléte de tous ces entiessallons illustrer
ce propos en supposant que les entiers sont représentés sur 4 bits.

11.5.2 lllustration dans le cas de 4 hits.

Pour des mots de 4 bits, il y a alors 16 entiers représentables : (a.s.= aritiersggee, a.n.s. =
arithmétique non signée)
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code binaire a.s.| a.n.s.
0000 interprété par, 0 0
0001 interprété par, 1 1
0010 interprété par, 2 2
0011 interprété par, 3 3
0100 interprété parn 4 4
0101 interprété par, 5 5
0110 interprété par, 6 6
0111 interprété par, 7 7
1000 interprété par, 8 -8
1001 interprété par, 9 -7
1010 interprété par, 10 | -6
1011 interprété par, 11 | -5
1100 interprété par, 12 | -4
1101 interprété par, 13 | -3
1110 interprété par, 14 | -2
1111 interprété pary 15 | -1

Pourquoi ce choix ? Pourquoi ne pas avoir, en a.s., représentéties efans I'ordre croissant de
0000 (-8) a 1111 (7)?

— Tout simplement pour des raisons d’efficacité : 0 doit toujours étrésepté par le code « nul »
0000.

— Ensuite, il faut pouvoir comparer efficacement ces codes entreegxii explique que 0 doit étre
suivi de 1, arithmétique signée ou pas.

Ces principes ont ainsi conduit a placer les codes interprétés commes edtigtifs apreés ceux qui
représentent les entiers positifs.

Par ailleurs, on s’apercoit que, de cette maniére, les codes des eagatsncommencent tous par
1. On parle improprement de « bit de signe » : s'il s’agissait d'un véritaiblde signe, le code 1001
devrait étre celui de -1, or c'est celui de -7. Mais il n’en reste pas sngure tous les entiers négatifs
commencent par 1).

Ainsi, il est facile de déduire la comparaison signée de la comparaisonigneées les codes qui
commencent par 1 sont « plus petits » que ceux qui commencent par dsepisimencent par le méme
bit, c’est la comparaison non signée qui peut étre utilisée.

Mais il y a quand méme deux instructions assembleur distinctes pour la coropas@jaée et pour
la comparaison non signée.
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11.5.3 Quelques exemples de calculs.

Pour I'addition et la soustraction, les opérations et les tests de validité sldgaté sont les mémes
en arithmétique signée et non signée.

Pour la multiplication, I'instruction assembleur n’est pas la méme (le dépassdmeapacité doit étre
ignoré en a.s. dans le dernier exemple).

EXEMPLE 5.31. Premiers résultats, corrects :

Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

0010 2 2
+1001 +9 +(-7)
1011 11 (-5)
EXEMPLE 5.32. Un résultat correct en arithmétique non

signée, et négatif en arithmétique signée, mais correct modulo 16 (-6 enfldans la méme classe,
mais cette classe est représentée par 10 en a.n.s. et par-6 en a.s.) :

Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

0100 4 4
+0110 +6 +6
1010 10 (-6)

EXEMPLE 5.33. Un dépassement de capacité dans les deux cas, mais le résuttateestmodulo 16 :
les classes de 21, de -11 et de 5 sont les mémes :

Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

1100 12 (-4)
+ 1001 +9 +(-7)
(1)0101 5 5

Le résultat (correct modulo 16) est disponible dans tous les cas, lgmss##nent de capacité » et « ré-
sultat négatif » sont signalés par le positionnement d’un bit dans un eegjsicial.

EXeEMPLE 5.34. Un résultat correct en a.n.s., résultat négatif en a.s., mais aoodato 16 :

Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

0101 5 5
x 0010 x 2 X 2
1010 10 (-6)

ExempPLE 5.35. Dépassement de capacité dans les deux cas, résultat négatifmais résultat correct
modulo 16, compte tenu du choix des représentants dans les deux arithmétique

Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

0101 5 5
x 0110 X 6 X 6
(1)1110 14 (-2)

EXEMPLE 5.36. Dépassement de capacité dans les deux cas, résultat coraext eorrect modulo 16
ena.n.s.

50



Opération binairq Entiers non signé% Entiers signés

1101 13 (-3)
x 1110 x 14 % (-2)
(1011)0110 6 6

Il Algorithmes d’Euclide et applications

1.1 PGCD de deux entiers

On a vu plus haut la justification de I'existence du PGCD de deux nombretesteant positifs par
comparaison de leurs décompositions en facteurs premiers.

Par définition, le PGCD de non nul avec 0 est (défintion raisonnable, car O est divisible par tout
entier non nul, donc pat, qui I'est aussi pat) et enfin le PGCD de 0 et de 0 n’est pas défini.

Il est possible de considérer des nombres négatifs (bien que cersogrsend intérét dans les appli-
cations pratiques), mais le PGCD est celui des valeurs absolues.

L'algorithme consistant & comparer les décompositions en facteurs premestyas efficace, la
découverte de diviseurs de nombres trés grands est un problémitedifict nous reparlerons plus loin.

[11.2  Algorithme d’Euclide
11.2.1  Algorithme

On se limite ici au cas de deux entiergt b strictement positifs.

Supposons par exempie> b...

1. Ladivision euclidienne de parb peut s’écrirex = bg + r avec0 < r < b.

2. Soitd un diviseur commun a etb, qui peuvent alors s’écrire = da’ etb = db'.

3. L'égalitéa = bq+r devientda’ = db'q+r ou encore: = d(a’ —b'q), doncd est aussi un diviseur
commun & etr.

4. Réciproquement, saitun diviseur commun &aetr, qui peuvent alors s'écrire= db’ etr = dr’
et 'égalitéa = bq + r devienta = d(b'q + 7).
Doncd est un diviseur communa@etb, et, par inclusion réciproque, les ensembles des diviseurs
communs a etb d’'une part et & etr d’autre part sont identiques.
En particuliera Ab=b A r.

5. Sir =0,leaAb = b, sinon on peut effectuer la division euclidiennebd®arr, qui donne un reste
ri, telquery <retbAr=rAr.

6. Cet algorithme est itéré jusqu’a I'obtention d’'un reste nul, ce qui sduir@bligatoirement
puisqu’il s’agit d’entiers et que la suite des restes ainsi construitéretement décroissante.

7. Le PGCD est alors I'avant-dernier reste (le dernier non nul).

REMARQUE 5.8. Cet algorithme permet donc d’obtenir le PGCD de deux hombres sanaitre leurs
décompositions en facteurs premiers.

51



I11.2.2  Programmation

\oici sa programmation itérative en C :

int pged (int a , int b ) {

int r;

while ( b!= 0 ) {
r=a%b;
a = b;
b =r;

}

return a;

}

(en toute rigueur, il faudrait vérifier queet b sont bien positifs ; par ailleurs, cette fonction retourne 0
comme PGCD de 0 et de O : a vérifier avant I'appel).

\oici sa programmation récursive :

int pged (int a, int b ) {
if (b==20)
return a;
else
return pged (b, a % b );

1.3 Théoréme de Bézout

On considére deux nombres entiers strictement poasititd.

PROPRIETES.12 (THEOREME DEBEZOUT) : Il existe un couple d’entierg etw tels quenu—bv =
d, oud estle PGCD de et deb.

PREUVE On peut se ramener au cas®ol b = 1.

En effet, sid > 1, on peut écrirer = d’d etb = b'd aveca’ AN b’ = 1; si le théoréme est établi
dans le cas du PGCD égallaon peut affirmer I'existence de et dev tels quead’v — b'v = 1; en
multipliant les deux membres de cette égalitédharn obtienta’du — b/dv = d, soitau — bv = d.

Il suffit donc d’établir le théoréme dans le cas @u= 1 (a et b premiers entre eux). Plagons
nous dans$Z/bZ)* et considérons I'application de cet ensemble dans lui-méme définiespar ax.
Essayons de résoudie = ax’, soita(z — 2’) = 0, soit encorex(z — z’) = 0[b], ou finalement
a(z — 2') = kb, aveck € Z.

Commea A b = 1, a ne divise pa$, donc divisek ; on peut écrirée = k'a, il restexr — 2’ = kb,
doncz = 2/[b], doncx = 2/; finalementax = ax’ = x = 2/, donc I'application envisagée est
injective ; comme il s’agit d’'un ensemble fini, elle est évidemment aussi sirgedonc il existeu
tel queau = 1, ce qui s’écrit encoreu = 1[b], ou encoreww = bu + 1, finalementu —bv =1. =

REMARQUE 5.9. Ce couple n’est pas unique.

PREUVE En effet, si(u, v) estun couple de Bézout polr, b), donc tel queiu—bv = d, oud = aAb,
alors, pout touk dansz, a(u + kb) — b(v + ka) = au — bv + kab — kab = au — bv = d aussi. =
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Exercice 5.37.Montrez que, sin est multiple de deux nombres premiers entre @exb, alors m est
multiple deab.

Réponse 1 = aad’ + bV/, doncm = maa’ + mbb'. Orm = azx = by, doncm = ab(ya’ + xb').

Exercice 5.38.Montrez que, si on divise deux entiers natukelst b par leur pgcd, alors les quotients
obtenus sont premiers entre eux.

Réciproguement, montrer que, si les quotients obtenus en divistbtpar un diviseur commud
sont premiers entre eux, alo#s= pgcd(a, b).

Réponse : Soif = pgcd(a,b), etq; etgs les quotients de etb pard. Alorsd = aa’+bb' = dqa’+dgal .
Doncl = qia’ + ¢2b’ : q1 etgo sont premiers entre eux. La réciproque est du méme genre.

[1l.4 Algorithme d’Euclide généralisé
[1.4.1 Idée de base.

Pour deux entiers positifs et b, on a vu que l'algorithme d’Euclide s’écritzA b = b A r, our est
le reste dans la division euclidienne dearb.

En supposant > b, si on poser = ry etb = rq, on définit une famille finidrg, r1,..., 7%, 7k11)
parr; = qi+17mi+1 + ri12 (C'est-a-dire que; 2 est le reste dans la division euclidiennergdearr; ).

Cette famille...
— est strictement décroissante,
— esttelle quey 1 =0,
— veérifiero Ari =i Aro = ... =Tk 1 AT =T AT =1 A0 = 1.

On remarque que;_; est un multiple de, puisque la division euclidienne dg_; parr;, s'écrit
Tk—1 = qkTk-

Soitd le PGCD dea et deb (évidemmentd = r), on peut écrirel X rp, — 0 X rp,_1 = d puis
IXrgo—qg1 Xrp_1=d.

D’une maniére générale,8i, v) est un couple de Bézout pout.; etr;;o, SOitu-r;y1+v-ri1o = d,
commer; = ;41 7i+1+Ti+2, 0Nau-r;41+v- (’I”Z' —qQit1- 7"1'—&-1) = d, soit (u— qi+1 'U) Tl tvor; =d.

I1.4.2 Lalgorithme.

Ceci donne l'idée de construire deux familles par les relations :

—up = 1,u1 = 0,ui42 = u; — qip1 - Uip1

—vo =0,v1 =1, vi42 = Vi — Gi+1 - Viy1-

C’est ce que I'on appelle algorithme d’Euclide généralisé. On a &lorsy, ri.) = (u,v,d), u etw
telsquea - u+b-v =d.

PREUVE 3 : Pour cela, il suffit de montrer par récurrence gue {0, ..., k},ro-u; + 11 -v; = 15.
— Initialisation de la récurrence : la relation est vraie pott 0, en effetrg - ug + r1 - vo = 70,
puisqueug = 1 etyy = 0.
— Caractére héréditaire de la propriété : en supposaritegtein entier pour lequed-u;+r1-v; = r;
etro - uip1 + 11 - Vig1 = Tip1, caleulonsg - uito + 11 - vigo = ro - (Ui — g1 - wig1) + 710 (v —
qi+1 'Uz‘+1) =70 U 71V — Qit1 - (7’0 CUjp1 + T Uz‘+1) =T = qi+1 " Ti+1 = Ti42- T

53



I11.4.3 Exemple.
lllustrons la mise en ceuvre de cet algorithme...

EXEMPLE 5.39. Soit a obtenir un couple de Bézout pour (23,17) :

(23,100 (@701 — g¢g=1
(17,0,1) (6,1-1) — g=2
6,1-1) (5,-23) — g¢=1
(5-23) (13-4 — qg=5
(1,3,-4) (0,-17,23) — FIN

Onabien3 x23 -4 x 17 =1.

REMARQUE 5.10. Il est possible d'obtenir -1 (oud en général) comme résultat, danc — bv = —1,
cela dépend de la parité du nombre d'itérations effectuées dans I'algogittéoédent.

Ce n’est pas un résultat faux, puisqu'albrs— au = 1 et qu’on a quand méme un couple de Bézout
pour (b, a).

S’il est nécessaire d’obtenir un coupte v) tel queau — bv = 1 et oua etb figurent dans cet ordre,
et que I'algorithme a fourni un couple.’, v') tel quebv’ — au’ = 1, il suffit de prendres = b — v’ et
v = a—'et, dans ces conditions, — bv = a(b—u') —b(a—v") = ab—au' —ab+bv' = bv' —au' = 1.

Exercice 5.40. Exprimerpgcd(1330,602) comme combinaison a coefficients entiers des nombres 1330
et 602.

Réponsd4 = 1330 « (—19) + 602 * 42.

Fin du Chapitre
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Chapitre 6

Représentation des nombres réels en
machine

| Introduction

Pour des raisons évidentes, il est impossible de représenter exactanmmaathine un nombre réel
dont le développement binaire, et a fortiori décimal, est infini.

EXEMPLE 6.1. Par exemple 1/3, mais aussi 1/10 (dont le développement décimat 6rii, ésais pas
le développement binaire) ne sont pas exactement représentables.

Cette limitation interdit la représentation de tout nombre irrationnel, dont le déuehoent est tou-
jours infini et non périodique. On ne peut donc représenter que :

— des nombres rationnels,

— et, parmi ceux-ci, seuls ceux qui admettent un développement binaie¢ &ipas trop long »,
c’est-a-dire, au total, un nombre fini de nombres rationnels.

Lareprésentation généralement adoptée est la représentation ditegudmfldattante », parce qu’elle
permet de traiter de maniere a peu pres satisfaisante les opérationsxsapédendes de grandeurs trés
différentes.

EXEMPLE 6.2. En «virgule fixe », les limitations physiques des machines interdiraiempiésenter
simultanément, par exempl)'%° et 10~1%° | alors que la représentation en virgule flottante le permet.

Bien entendu, I'addition de ces deux nombres donnera le premier (exatjesomme résultat, ce
qui n'est pas génant, mais leur multiplication donnera hieomme résultat (aux erreurs de représenta-
tion et de calcul pres, car aucun de ces deux nombres n’est ref@élseexactement en machine).

Il Les formats IEEE

1.1 Lanorme IEEE 754

La représentation des nombres réels en machine (en « virgule flottanté Bobjet d’'une norme
(norme IEEE 754).

Cette norme reconnait trois formats :

— «single » (réel représenté sur 32 bits),
— «double » (64 bits),

— «extended » (80 bits).
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Les formats « single » et « double » sont analogues, a la taille des dicerspssantes prés.

Cette méme norme prévoit un certain nombre de spécifications qui contlesealculs sur les réels
représentés (indépendamment du format retenu) : aucune opératies séels ne doit provoquer, par
elle-méme, d’interruption du déroulement normal du programme. Ni undativigr0, ni un dépasse-
ment de capacité, ni une tentative de calcul impossible.

C’est au logiciel qui gouverne les calculs de vérifier le résultat et deoguer, s'il le juge utile (et
c’est ce que font en général les compilateurs), une interruption.

Néanmoins, il a fallu prévoir des représentations spéciales pour cpart@siliers :
— I'une s’appelle « INF » (infini),
— l'autre « NAN » (abréviation pour « not a number » ).

EXEMPLE 6.3. D’aprés ces spécifications, le résultatide (en réels) doit étre INF, celui d&/0 doit
étre NAN.

On doit obtenir aussj/—1 = NAN, In0 = —INF, 1/INF = 0, maisINF/INF = NAN, de méme
que toute opération dont I'un des opérandes est NAN, par exetgl§AN) = NAN, 1 + NAN =
NAN...

REMARQUE 6.1. Si vous voulez observer ces résultats, effectifs, vous sélagEe d'opérer depuis
'assembleur, aucun compilateur ne vous autorisera a tenter d’obterareiégs horreurs!

Dans la représentation d’'un nombre réel, on numérotera les bits a partietde@artir de la droite
(bit « le moins significatif » ) jusqu’a (respectivement) 31, 63 ou 79 (bitmidant » ).

[I.2 Format « single »

S e (8 hits) m (23 bits)

On retrouve la valeur du réel x représenté de la maniere suivante :

Si0 < e < 255, alorsz = (—1)% - 267127 . (1,m)

sie =0 etm # 0, alorsz = (—1)%-27126.. (0, m)

sie=0etm =0, alorsx =0

sie = 255 etm = 0, alorsx = (—1)* - INF

sie = 255 etm # 0, alorsz est unN AN

Comme, dans ce cas, peut prendre n’importe quelle valeur non nulle, il est possible de cegrser
de cette maniére un code qui permet de reconnaitre I'origine de l'erreur.

1.3 Format « double »

s e (11 bits) m (52 bits)

On retrouve la valeur du réel x représenté de la maniére suivante :

Si0 < e < 2047, alorsz = (—1) - 2671023 . (1 m)
sie = 0 etm # 0, alorsz = (—1)% - 271922 (0, m)
sie=0etm =0, alorsz =0

Sie = 2047 etm = 0, alorsx = (—1)* - INF

sie = 2047 etm # 0, alorsz est unN AN
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1.4 Format « extended »

\ s‘ e (15 bits) \ i \ m (63 bits)

On retrouve la valeur du réel x représenté de la maniére suivante :

— si0 < e < 32767, alorsz = (—1)* - 26716383 . ( m)
— sie = 32767 etm = 0, alorsz = (—1)° - INF (quelle que soit la valeur dg
— sie = 32767 etm # 0, alorsz est unN AN (quelle que soit la valeur d@

[I.5 D’une maniere générale...

1. s, représenté sur 1 bit, est le signe du nombre (0 pour +, 1 pour -)

2. e estl'« exposant biaisé be. I'exposant translaté.

Cette translation a été introduite de maniére a faciliter la comparaison des pFékergés entre

eux :

— Pour deux réels positifs non nuls, le plus grand est évidemment celuleplus grand exposant
(s'ils ont le méme, on compare alors les « mantisses.»

— Or, lareprésentation ordinaire dans les formats « single » et « doubjgesmet pas la représen-
tation de 0 {z = (—1)*-2¢7t-(1,m)] ne peut pas étre nul, mémemsiete — ¢ sont nuls, auquel
cas on obtient (ou —1).

— Par ailleurs, commé est le plus petit réel positif, il est logique de lui attribuer le plus petit
exposant (c’est-a-dire 128 ou —1024), et de lui attribuer évidemment une « mantisse » nulle.

— Mais il est plus simple (pour les tests) qu@osséde un exposant nul, ce qui oblige a rendre
tous les autres exposants positifs par la translation indiquée.

— Pour retrouver le véritable exposant, il faut donc retrancher cetgtigg a I'exposant de la
représentation.

3. La notationl, m (ou 0, m ou i, m) signifie que le nombre entier doit étre considéré comme la
partie fractionnaire d’'un nombre dont la représentation binaire a potie patierel (ou0 ouz).

4. Pour les formats « single » et « double », la formule a appliquer estadifédans le cas ou I'ex-
posant e est nul.
Il s'agit de ce que I'on appelle un « réel dénormalisé », introduit pour lgf suivant :
— les chiffres significatifs du réel représenté sont contenus dans kiss&n
— celle-ci est de longueur fixe pour un format donng,
— donc, quel que soit I'ordre de grandeur du réel, sa représentgioobtenue avec la méme

précision relative, ce qui permet de connaitre la précision du résuliacdlcul.

Cette mantissél, m) représente un nombre compris entr@nclus, sim = 0) et2 (exclu).
On obtient ce nombre en multipliant ou en divisant le réel a représenté@rjpagu’a ce que le
résultat soit compris entre et 2. Le nombre d’opérations effectuées donne I'exposant (le vrai,
négatif dans le cas de multiplications, positif dans le cas de divisions).
Pour des nombres réels trop petits, I'exposant peut alors étre lui-ménpetigpour étre représentable
dans la plage qui lui est fixée. On admet alors que, pour la plus petite eidiexposant (« bi-
aisé » ), c'est-a-dir@, la mantisse est a interpréter sous la folme:, ce qui permet de représen-
ter encore quelques réels trop petits pour étre représentés danséiserdgption normalisée (les
Anglo-Saxons parlent de « progressive underflow » ).
Ces réels « dénormalisés » sont distingués des autres, parce qu'ilsE@sentés avec une préci-
sion moindre (la mantisse a moins de 52 chiffres binaires significatifs).
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Autrement dit, la précision d’'un calcul qui utilise un réel dénormalisé rpkst assurée, mais le
risque d’'une division pab (alors que le « vrai » nombre n’est pas nul) est diminué.

5. La distinction entre réels « normalisés » et « dénormalisés » disparaledansat « extended »,
puisque la partie entiére de la mantisse y figure explicitement (le\ateur0 ou 1).

L'inconvénient est qu'il existe alors plusieurs représentations plesgiiour un méme nombre réel.

EXEMPLE 6.4. 1 peut étre représenté par= 1, m = 0, e = 16383, mais aussi pai = 0,
m = 100....0, e = 16384, ou encore = 0, m = 010...0, e = 16385, etc.

Mais il est clair que, pour la précision d’'un calcul, il vaut mieux utiliser tossdigs disponibles
dans la mantisse (pour avoir le maximum de chiffres significatifs).

C’est-a-dire qu'il faut choisir, parmi toutes les représentations possgmer un nombre réel,
celle pour laquelle = 1 : c’est ce que fait la machine (que les opérations soient implantées
logiciellement ou effectuées par un coprocesseur arithmétique).

Autrement dit, on réservera la valelupour: au cas ou I'exposant « biaisé » est nul, comme pour
les autres formats, et le probléeme de la précision se pose de la méme maniére.

1.6 Format « extended » des microprocesseurs.

Dans un langage tel que C (ou java),

— le format « single » est obtenu avec les valeurs de type « float »,

— le format « double » est disponible dans les valeurs de type « double »,
— le format « extended » dans les valeurs de type «long double ».

Pour étre complet, il est nécessaire de préciser que les microprosassrlernes possedent presque
tous, intégrée, une unité de calcul spécialisée dans le calcul sur lesw@gisdes registres de taille adap-
tée a la représentation de ces nombres (donc plus longs que les regstmedé de calcul arithmétique
et logique principale).

Plus anciennement, ce réle était confié a une unité externe que I'on appadaitocesseur arithmé-
tique » et qui était quelquefois optionnelle.

Si, dans ce cas, I'option n'avait pas été retenue, les opérations sufelesétaient implémentées
logiciellement au prix d'un dramatique allongement des temps de calcul.

Toujours est-il que les formats disponibles dans une unité de calcul diottasts dépendent de la
taille des registres, et ceux-ci sont parfois limités a 64 bits, ce qui interfditrieat « extended » en natif
sur la machine (si le langage de programmation utilisé y donne acceés, lesi@apgisont alors implé-
mentées logiciellement).

Lorsque le format « extended » est disponible en natif dans la machinegle@s sont en général
de taille 96 bits (et non 80).

Les 16 bits supplémentaires, s'ils sont évidemment utilisés par le proc@saeLga cuisine interne,
ne sont jamais significatifs dans les résultats accessibles a I'utilisateunt eisaa 0.

Autrement dit, on obtient le réel au format « extended » en supprimant leissliGuls.

S e (15 hits) (16 bits nuls) | i m (63 hits)
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Il Réels représentables et précision

Tous les réels normalisés représentés en machine comportent le méme nerobiféres binaires
significatifs (dans un format donné).

Comme deux nombres dont les expressions binaires comportent le méme niendhiéires n’ont
pas nécessairement le méme nombre de chiffre en représentation décimatable de chiffres signi-
ficatifs en base 10 peut varier d’'une unité.

EXEMPLE 6.5. 1000 en base 2 est 8 en décimal : 4 chiffres binaires, 1 chiftiend€ 1100 binaire est
12 décimal : 4 chiffres binaires, 2 chiffres décimaux.

Ainsi,

— en format « single », on a 6 ou 7 chiffres significatifs,

— en format « double », 15 ou 16 chiffres,
— en format « extended », 19 ou 20.

Une telle précision peut sembler totalement superflue : elle est cependamént insuffisante pour,
par exemple, les calculs en astronomie (trajectoires de satellites, etc.), pquelfeil est nécessaire de
faire appel a des précisions nettement supérieures...

Le plus grand nombre réel représentable en format « single » est tel que
— e = 254, donc le véritable exposant x4 — 127 = 127
— m est constitué de 23 « 1 » , la mantisse a donc pour valdur. . 1, c’est-a-direl + 271 +272
273 + ... 4+ 2723 (somme d’une progression géométrique de raison 1/2, derc)- 2723,
— llvaut donc exactemeat?” (2 —2723) = 21282104 'c’est & dire approximativemest403- 1038,

Le plus petit réel positif normalisé (« single » ) est tel que
— e = 1, donc le véritable exposant dst- 127 = —126
— m = 0, donc la mantisse vaut 1
— Il vaut donc exactement 26 c’est-a-dire approximativemeit 175 - 10738,

Le plus petit réel positif dénormalisé (« single » ) est tel que
— e = 0, donc le véritable exposant esi 26
— m =0...01, donc la mantisse va0t 0. ..01, soit2—23
— Il vaut donc exactement 49 c’est-a-dire approximativemeit401 - 10745,

En format « double », les nombres correspondantsisant103°8, 2,3 . 107308, 5. 107324,
En format « extended », les nombres correspondantsisontl0932, 1,7 - 1074932, 1,9 . 107491,

Les réels qui sont représentés en machine sont exacts ; par comsrlegmombres réels ne sont pas
représentables (la représentation est évidemment discréte).

EXEMPLE 6.6. Considérons le réglen format « extended » : « vrai exposant®» ¢ = 0,7 = 1, m = 0,
donce = 16383, c’est-a-dire (en hexadécimal) :

— 3FFF pour les 16 premiers bits,

— 8000 hexadecimal pour les 16 suivants,

— et tous les derniers sont nuls,
donc : 3FFF 8000 0000 0000 0000.

Le réel représentable en machine, supérieuredle plus proche dé, a évidemment um: égal a
0...01, il s’agit donc de 3FFF 8000 0000 0000 0001.

La différence des mantiss¢s m) de ces deux nombres &t . .. 01, soit (exactement)~%%, ou
encore (environ), 08 - 10719,

59



En d’autres termes...
Dans l'intervallg[1, 2[, les réels représentables variendé? en2-63,

Dans l'intervallg]2, 4], les réels représentables variendé? en2-62,

— etc.
Dans l'intervallg[253, 264, les réels représentables varienfeen 2, donc d’'unité en unité : on

ne peut plus représenter que des nombres entiers, mais il s’agit deguiesont plus grands que
les entiers de la machine (sur 32 bits seulement).

— Dans l'intervalle suivant, on ne peut plus représenter tous les emtien&n représente plus qu’'un
sur deux, puis un sur quatre, etc.

REMARQUE 6.2. Les calculs sur les réels en machine sont exacts dans le sems suiva
Si, par exemple, on additionne, soustrait ou multiplie deux entiers reprblensaus forme de réels
en machine, et si le résultat est aussi représentable sous formd da machine, alors ce résultat est

exact.
Autrement dit, il s’agit encore d’un entier exactement.

Le probléme de la division est différent, parce que c’est évidemmenbtithgne de la division des
réels qui est appliqué et non celui de la division euclidienne des entiers.

EXEMPLE 6.7. Soit a représent8r 5 sous forme de réel double précision (format « double » )

1. Le ramener entre 1 et 2 par divisions par5 = 8 x 1,0625.

2. L'exposant est dong, ete = 3 4+ 1023 = 1026, les 12 premiers bits sont dof¢00 0000 0010
(en effet,1026 = 1024 + 2, et 1024 est2'°, dont I'écriture binaire est « 1 » suivi de 10 «0» . On
rajoute2, soit10 binaire).

3. 1,0625 = 1 + 0, 0625, et0,0625 = 274, soit (en binaire), 0001, doncm = 0001 00. ..

On obtient : 0100 0000 0010 0001 0000 000Q soit 4021 0000 0000 0000 en hexadécimal.

EXEMPLE 6.8. Soit a représentér 1 sous forme de réel double précision
1. Le ramener entré et 2 par multiplications pa2 : 16 x 0,1 = 1,6

2. L'exposant est doned4, ete = —4 41023 = 1019, les 12 premiers bits sont (comme= 0) 0011
1111 1011 (3FB hexadécimal)

3. 1,6 =1+0,6.
Pour obtenir la représentation binaireé, il faut effectuer la division de 6 par 10 en base 2, ou,
mieux, celle de 3 par 5 (donc 11 par 101 en base 2).
On obtient : 0,1001 1001 1001..
Ce développement binaire est infini mais périodique, il suffit de le tran&g&2 chiffres et d'ef-
fectuer I'arrondi.
Les 4 derniers bits sont 1001 et le suivant serait 1, donc I'arrastdiai a 1010 pour les 4 derniers,
soit A hexadécimal (la représentation n’est donc pas exacte, on l'aléiglus haut).
Les précédents (par groupe de 4) sont égaux a 1001, soit 9 lvaxatifon obtient finalement :
3FB9 9999 9999 999A.

Attention : en « single » , la représentation de 0,1 serait 3DCC CCCD et, eerdexi » : 3FFB

CCCC CCCC CCCC CCCD (faites-le aussi!).
Autrement dit : le passage d’'un format a I'autre n’est pas évident eadéeimal (il ne suffit pas de

«raccourcir » ou de « rallonger » ).

Fin du Chapitre
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Chapitre 7

Cryptologie et arithmétique.

| Méthodes de cryptage « a clé publique »

[.1 Principe

Supposons qu’un individd soit obligé de transmettre a un autre indiviBlun messag@/ en util-
isant un réseau de communication public, par exemple les ondes hertzidfimgsorte quel individu
peut se mettre a I'écoute et intercepter le message.

Le probleme est donc :

— le message doit étre inintelligible pour tout individu autre duet B.

— B doit pouvoir le comprendre.

— B doit pouvoir s’assurer que le message provient bieAd det non d’'un plaisantin quelconque).

L'idée est de doter tous les participants de la méme méthode de cryptagéslutats du cryptage
d’'un méme message par divers individus sont cependant différantshacun d’entre eux emploie une
«clé » qui lui est propre.

ExXeMPLE 7.1. Lorsque I'on remplace 'a’ par 'c’, 'b’ par 'd’, etc. .., la méthode cryptage est « dé-
calage des lettres de l'alphabet » et la clé est la longueur du décalagje, ici

La méthode de cryptage est fondée sur I'existence de foncfipdgpendant d'un parametre (la
«clé»), inversibles, mais pour lesquelles la détermination de l'inverse egietiatéent impossible, en
I'état actuel des connaissances humaines.

Soit f 4 la fonction de cryptage qui utilise la clé propre a I'individu

— Laclé de A est publique, ainsi n'importe qui est en mesure d’appligdientdion f 4 a un message
M quelconque.

— Par contre, seul connait la fonction inversﬁgl qui permet de retrouver le message initial.

Au messagé/ , A applique en faij(fg1 (il est le seul a pouvoir le faire).

Puis, a ce messag”gl(M), il applique la fonction de cryptage d#, soit fz (il peut le faire, la clé
de B est publique), pour obtenjiz o f;l(M), incompréhensible car les clés sont évidemment uniques,
etdoncfs o f; ! n'est pas l'dentité.

C’est ce message « doublement » crypté qui est env@yé.recoit et lui applique aussittﬁgl, ce

gu'il est le seul a pouvoir faire, pour obteryfgl(M), auquel il appliquef4 : si le résultat est com-
préhensiblep est sir que le message lui était bien destiné, et qu'il a bien été envoye par
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.2 Utilisation de I'indicatrice d’'Euler

Exercice 7.2 (Fonction indicatrice d’Euler). Soitn un entier strictement positif; on noign) le nom-
bre des entiers inférieurs@ qui sont premiers aveg.
L'application deN* dansN* ainsi définie est appeldenction indicatrice d’Euler

1. Montrer que, poup premier,p(p) =p — 1

2. Montrer que, poup premier,p(p®) = p® — p>~!

3. On considére les nombres de la forme+ bg, pourp et g premiers entre eux et I'application de
(Z/qZ) % (Z/pZ) dans(Z/pqZ) définie par(a, b) — ap+bq [pq] ; montrer que cette application
est injective et surjective.

4. En déduire (en utilisant les nombres de la forapet bq [pq]) que, pourp etq premiers entre eux,
¢(pq) = ¢(p)e(a).

5. Utiliser le résultat précédent et le théoreme de Fermat ci-dessugpauver que, pour tout entier
a premier avea, et pour tout entier positif, dépourvu de facteur carré?(™) = 1 [n].

.2.1 Résultat de base

Diverses fonctions « a inverse difficile a déterminer » ont été propokésplus satisfaisantes sont
celles qui utilisent le résultat suivant :

PROPRIETE7.1 : s'il est trés facile d’obtenir un trés grand nombre entier composprpduit de
deux nombres premiers eux-mémes grands, la décomposition en facteonigrprd’un nombre
composé est trés difficile.

I.2.2 Méthode de cryptage

La méthode de cryptage est la suivante :

1. Soit doncn = pq un entier, produit de deux nombres entiers premiers, par exemple tels que
p=q=2[3].

2. Soit M le message, préalablement chiffré (sans précautions particulieresxgraple en rem-
placant les lettres par leurs codes ASCII).

3. SiM > n, on décomposé/ en plusieurs sous-messages, ses « chiffres » embase exemple.

4. Sin estla clé choisie pat, et pourM < n, f4(M) = C, avecC = M3 [n]. Commen est connu
de tous, n'importe qui peut calculér trés rapidement. Par contre, les facteurs premiets; de
n sont soigneusement tenus secretsgar

5. Un résultat (élémentaire) d’arithmétique indique que, comm& pas de facteur carre, 81 est
premier avea, alorsM#(™ = 1 [n] (dans cette expressiop,est la fonction indicatrice d’Euler,
c’est-a-dire queo(n) est le nombre de nombres strictement positifs inférieurg@ sont premiers
avecn).

6. Un autre résultat (élémentaire) d’arithmétique dit que, comme pq, avecp et g premiers,
e(n) = ¢(pq) = v(P)e(q) = (p —1)(¢ — 1)

7. On a donc, en combinant ces deux résultafs,~ (@1 = 1 [n], doncM2P—Da-1) = 1 [n], et
finalement)/2(P—D(a=D+1 = N[ [p].

8. Commeonachoisi=q¢=2[3],(p—1)(¢g—1)=1[3,2(p—1)(g—1)=2[3] et2(p—1)(q—
1) + 1 = 0[3]. Il s’agit donc d’un multiple de 3, on peut posp — 1)(¢ — 1) + 1 = 3k, etona
M3k = M [n)].
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9. OrM3F = (M3)*, donc, si le message crypté ést= M3 [n], C¥ = M [n] et la connaissance de
po 2—1(g—-1)+1
o 3

permet de retrouver le message original.

EXEMPLE 7.3. Avecp =5,q¢ = 11,n = pg = 55.
Le message a envoyer est chiffré = 7.
Alors 72 = 49 [55], 72 = 13 [55].

Le message crypté eSt= 13.

lci = 22X A0 L 97 donels = 1377 [55)

On al3?” = 1316+8+2+1 or132 = 4 [55], 13* =4 x 4 = 16 [55], 13% = 16 x 16 = 256 = 36 [55]
13'6 = 36 x 36 = 1296 = 21 [55], donc13® = 4 x 13 = 52 [55] , 131 = 52 x 36 = 37 [55],
13%7 = 37 x 21 = 7 [55].

Si, par malchance)M est un multiple dep ou deg, il suffit de modifier Iégerement le premier
chiffrage, par exemple en introduisant un espace supplémentaire dacardeteres du message d'o-
rigine, ce qui ne modifie pas son sens. Ne pas oublier cette précautiopeinsiéble.

I Choix d’'un nombre n

Dans I'exemple ci-dessus, le cryptage est immédiatement percé a jouy@lasggcomposition de
55 en ses facteurs premiers 5 et 11 est immédiate. On peut en dire autunt eetier représentable sur
32 bits.

Il faut aller chercher bien plus loin pour assurer un minimum de sécuoté.fier les idées, les clés
utilisées sont a I'heure actuelle le produit de deux nombres qui ont eb@ret1200 chiffres dans leur
représentation décimale.

[I.L1 Nombres premiers

Pour produire un nombre utilisable, il faut tout d’abord trouver deux nombrgst ¢ premiers,
suffisamment grands.

On choisit deux nombres se terminant par 1, 3, 7 ou 9 dans leur refaiserdécimale et de
longueurs comparables (mais pas trop proches : il existe un algorithmea®piésition qui est capable
de décomposer rapidement un nombre qui est le produit de deux nodedi@syueurs trés proches).

Il faut vérifier qu’ils sont premiers et, pour cela, disposer d’un czitdg primalité (voir plus loin).

Lorsque le nombre produit au hasard n’est pas premier, il suffit cigduier 2 , puis encore 2 etc.,
jusqu’a obtenir un nombre premier, ce qui interviendra trés rapidement.

Avec ces deux nombres premierst g ainsi obtenus, on obtient la clé

[I.2 Deécomposition en facteurs premiers

Théoriquement, bien s(r, la décomposition d’'un nombre composé (non prasiain probléme
résolu : il suffit de tenter de le diviser par tous les nombres premiers'gusguacine carrée.

Pratiquement, cet algorithme est totalement impraticable dés que la longueambrerdépasse une
vingtaine de chiffres décimaux (durée d’exécution trop élevée).
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La durée d’exécution d’'un algorithme de décomposition en facteurs preadgend, bien sir, de
la longueur du nombre a décomposer. Mais il n'y a pas proportionnalitéestraela dépend aussi de
I'algorithme utilisé. Pour prendre un exemple limite, 1000!, qui est un hombne ld représentation
décimale occupe plus de 4000 chiffres, est décomposé en quelqetesfsale seconde par le plus rudi-
mentaire des algorithmes.

Le seul moyen, donc, pour savoir si un nomhrebtenu comme ci-dessus est une « bonne » clé, est
de tenter de le décomposer par tous les algorithmes connus. S'il résistmualid, on peut I'adopter,
sinon, il faut en changer.

La conclusion de cette présentation est qu'il est donc nécessairepiselisl’'un test de primalité

et d’algorithmes de décomposition en facteurs premiers, questions gseatons aborder dans les
paragraphes suivants.
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Chapitre 8

Tests de primalité

| Théoréeme de Fermat

PROPRIETE8.1 (FETIT THEOREME DEFERMAT) : Sin est premier etsi # 0, a" = 1 [n].

Exercice 8.1 (Théoreme de Fermat)Soitn un nombre premier,
1. montrer que, poup entier tel qued < p < n, n diviseCE,
2. montrer que, pour tout € N, (a + 1)" — a™ — 1 est divisible pam.
3. montrer que, pour tout € N, sib™ — b est divisible pam, (b+ 1)" — (b+ 1) I'est aussi.
4. En déduire le théoréme de Fermat : poupremier eta € N, a™ = a [n].

Exercice 8.2 (Théoreme de Wilson)Soitp un nombre entier strictement supérieur a 1.
(p — 1)! + 1 est divisible pap si et seulement gi est premier.
On demande la démonstration de ce théoréme.

Ce théoréme ne peut servir de test de primalité, mais seulement de testpignalité. C’'est-a-dire
que si I'on trouve un nombre # 0 [n] tel quea™~! # 1 [n], on en conclut que est composeé.

Les nombres: tels quea™! = 1 [n] alors quen n'est pas premier ne sont pas nombreux. C'est
pourquoi si, aprés I'essai de quelques valeurs,den trouve toujours™~! = 1 [n], ce nombren sera
envoyé a un véritable test de primalité.

Ce pré-test a I'avantage d’étre simple et rapide.

[l Test de Miller-Rabin

Soitn un nombre impair, que I'on met sous la forme- 1 = 2'm, avecm impair.

DEFINITION 8.1 (NOMBRE PSEUDGPREMIER FORT. Ce nombren est ditpseudo-premier fort dans
la baseu si'on peut trouver tel que :

— ou biena™ =1 [n],

— ou bien on peut trouvertel qued < u <t —1,a*"™ = —1 [n]. O

65



On montre que :

PROPRIETES8.2 : Tout nombre premier est pseudo-premier fort dans n'importe quedkedt qu’un
nombre composé est pseudo-premier fort dans au%)lblases différentes, et « en général » aucupne.

Bien entendu, dés queest un tant soit peu grand, il est exclu de tester autant de bases.

Il n’en reste pas moins que si, aprés une dizaine de basss$ pseudo-premier fort dans chacune de
ces bases, il a de « trés bonnes chances » d’étre premier.

Ce test n'est cependant pas, lui non plus, un véritable test de primaliig,ilreat presque aussi

rapide que celui de Fermat, et il sert d'aiguillage entre les nombres querieerra a un algorithme de
décomposition et ceux que I'on enverra plutdt & un véritable test de primalité.

Il Tests de Lucas, Selfridge et Pocklington

Le test de Lucas peut s’exprimer de la maniére suivante :

PROPRIETES.3 (TEST DELUCAS) : Si on peut trouver un entierpour lequek™ ! = 1 [n], mais
n—1
a ¢ # 1 [n] pour tous les diviseurs premigyglen — 1, alorsn est premier.

REMARQUE 8.1. Selfridge a montré qu’il n’était pas nécessaire d’utiliser la méme vaéaupour tous
ces diviseurs.

Ce test est théoriquement satisfaisant (c’est un test qui peut néporaui,n est premier »), pra-
tiguement il I'est beaucoup moins : il exige la décomposition en facteurs jredga — 1 qui est une
opération en général longue et difficile (voir les algorithmes qui suivent)

De plus, il connait un cas d’échec, dans lequel il ne donne pas des@ép

Le critere de Pocklington permet d’atténuer cette difficulté :

PROPRIETES8.4 (CRITERE DEPOCKLINGTON) : Sin n'est que « partiellement décomposé », dans
le sens ou il a été mis sous la forme= F R, ou I'' est totalement décomposé en facteurs premiers,
mais R n’est pas premier, alors :
— sile critére de Selfridge appliqué aux diviseurs premiers' @boutit a un succes,
— etsiF > R,
alorsn est premier.

Fin du Chapitre
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Chapitre 9

Décomposition en facteurs premiers

| Divisions successives

L'algorithme est trés simple : tenter de diviser le nombre par les nombres psesuecessifs, dont
on dispose dans un tableau.

Cet algorithme n’est pas efficace, mais il est nécessaire d’en dispmsey les autres algorithmes,
congus pour trouver de « grands » diviseurs, connaissent dd®cagsc, qui sont d’autant plus fréquents
que les diviseurs sont petits.

Avant d’envoyer un nombre a un autre algorithme, il est donc indisppénse I'avoir débarrassé de
ses « petits » diviseurs. Pour fixer les idées, il s'agit des nombres pserajgrésentables sur 16 bits,
jusqu’a 65 535+ 216 — 1) (le plus grand est 65 521, et il y en a au total 6 542).

Cette premiere phase de la décomposition nécessite en général un tempke sjdim’est pas
mesurable.

REMARQUE 9.1. On pourrait alors envisager aussi d’aller plus loin, c’est-a-gaeexemple, de tenter
la division par tous les nombres premiers représentables sur 32 bitsjalgs inférieurs @32 =
4294967 296 : 10 chiffres « seulement » !).

Il faut alors savoir qu'il y en a 203280 221 et que la maniere la plus@oaque de les stocker né-
cessite environ 194 Mo...

On n'ose évoquer le temps d’exécution d’'un algorithme qui parcourmateltableau. .. pour ne
méme pas obtenir de résultat, ce qui est le cas des que le plus petit diviseamtire & décomposer
posséde plus de 10 chiffres 'ce qui est fort peu pour des nombireegassent les 100 chiffres déci-
maux).

Il faut bien saisir sur ces exemples I'ampleur du probléme !

Il Algorithme de Monte-Carlo (1975)

1.1 Présentation

Cet algorithme, dont l'efficacité est tout-a-fait surprenante, utilise uréiggeur de nombres au
hasard (c’est de I'intervention de ce « hasard » que I'algorithme tire @an.n

Soit
— f cette fonction (le générateur),
— A lavaleur d’initialisation,
— n le nombre a décomposer,
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— pun de ses facteurs premiers.

On considére les suites de nombres entiers définies par
2o = Yo = A, Tmy1 = f(zm)[n], ym+1 = f(ym)[p]
REMARQUE 9.2. On ne connait pas bien sdr, mais on sait qug, = z,[p], et cela suffit.

Soit h la plus grande puissance de 2 qui est inférieure ou égale a exgraple, pourn = 50, h =
32). On peut alors montrer qu'il existe un entier m tel gue= y;,—1, c’est-a-direx,,, — z,—1 = 0[p].

C’est donc un multiple de p, gu’on pourra obtenir en calculant le PGC2a®mbre avec n.

[I.2 Lalgorithme

L'algorithme peut se décrire dans les termes suivants :

Initialisations : n au nombre a factoriser
rab 2az2 kal hal gal

TANT QUE @ n'est pas premier) ET QUE ( g est difféerent de n)
FAIRE
REPETER
g+ (x—2)An
Sl ( ¢ est différent de 1) ALORS
Sl (¢ est différent de n) ALORS
IMPRIMER ¢
IMPRIMER » est un diviseur de »
IMPRIMER n
n<—mn/g
x +— 2%n
' — 2'%n
FINSI
SINON
k<«—k—-1
SI ( k=0) ALORS
2 —
h +— 2h
k<—h
FINSI
r+— (22 +1)%n
FINSI
JUSQU’A (g est difféerent de 1)
FAIT
FIN

On notera que I'algorithme ainsi décrit, si I'on ne se trouve pas dans lé'easur, « tourne » tant
gu'il n’a pas terminé la décomposition du nombre, ce qui peut durer trgsdmps... |l faut, bien sir, en
plus, prévoir un arrét au bout d’un certain temps.
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[1.3 Discussion

Méme si, quelquefois, cet algorithme permet la factorisation de nombresnaludsy il ne peut pas
prétendre arriver a décomposer tous les nombres de 20 chiffres og.moin

Cette méthode est idéale pour les calculettes programmables.

Il Algorithme du crible quadratique QS de Pomerance

L'idée, dans cet algorithme comme dans de nombreux autres, et d'olsigmissible, des congru-
ences de la forme? = 32 [n],  n’étant ni congru &, ni a—y. Dans ce cagz — y) An sera un diviseur
non trivial den.

Ce qui distingue ces méthodes entre elles est la maniéere d’obtenir ces ifsadinatigues moduta

Ici, on prend les valeurs sur les entiers du polyndaie) = (z + E(y/n))? — n. Ces valeurs four-
nissent des congruences de la forpie= r [n], olr est le résidu quadratique.

On peut repérer plus facilement ceux qui se factorisent aisémenia(padthode précédente, donc
qui sont assez petits) en criblant les valeursPde) pour obtenir la congruence recherchée= 32 [n]
de maniére efficace.

L'intérét de cette méthode est qu’elle donne ses meilleurs résultats suniesasoqui font échouer
la suivante, mais elle est trés difficile a programmer : le criblage n’est pdsréyet il y a énormément
de « petites astuces », qui ne peuvent étre examinées ici, pour retiEsigengruences recherchées aussi
rapidement que possible.

C’est la méthode la plus utilisée avec celle, plus récente, des courbes eflfptign peut espérer
décomposer des nombres jusqu’a 70 chiffres a peu prés dans desrtesopmables (on veut dire :
guelques jours...).

IV Algorithme (p — 1) de Pollard

Soitp un diviseur premier du nombrea décomposer.

Sia est premier avep, a? = a[p| (théoréme de Fermat).

Commea est premier avep, il est inversible module, donca?~! = 1 [p], soit(a?~! — 1) = 0 [p],
ou encorgaP~! — 1) = kp.

Donc(a?~! — 1) An # 1: ce PGCD est donc un diviseur de

Le cas d’échec est celui da= 0, on trouve alors que le PGCD est et on n’obtient aucun ren-
seignement sur un éventuel diviseurrde

Par ailleurs, évidemment, on ne peut pas caladlet quand on ne connait pas

Il suffit en fait d’utiliser un multiple quelconque ge— 1, soith(p — 1).

On aura aussi®®—1) = 1 [p], il faudra donc utiliser comme exposant un nombre qui comporte le
plus possible de facteurs premiers distincts, de maniére a ce que lesmiviegy- 1 figurent tous dans

la liste (c’est-a-dire que cet exposant soit de la foirye— 1))

Concrétement, on opére étape par étape, en utilisant le PPCM des enigissIdgisqu’a un maxi-
mum fixé.
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EXeEmMPLE 9.1. Soit a décomposer le nombre= Ry = 1111111 = 239 x 4 649.

1. On doit choisi, premier ave®, sans connaitre.

C’est facile, il suffit de choisir un nombre premier : s'il n’est pas &galil est premier avep. Par
exemple : 2 (mais il vaut mieux prendre, en général, 3; il y a beaucoupelcas d'échec avec 2).

2. Le PPCM des entiers depuis 1 jusqu’a un maximum fixé dans la recrestégal 2 x 3 x 2 x

HXTX2X3X1II x13x2x17TXx19x23x5x3x29x...

(Ces nombres figurent dans une table, déterminée a I'avance, etep@niialgorithme suivant :

— On parcourt les entiers depuis 2 jusqu’au maximum fixé, tout en dispdsdatable des nom-
bres premiers inférieurs ou égaux a ce méme maximum.

— Chaque fois que I'on rencontre un nombre premier, on rajoute ce nqrdrger.

— Chaque fois que I'on rencontre une puissance d'un nombre premiesjaute un facteur égal
a ce nombre premier, pour compléter le PPCM.

On obtient donc 2, puis 3, comme nombres premiers, puis, en passanppardbute un facteur

2, puis 5, premier, rien a rajouter pour 6, puis 7, premier, un facteupRlé&mentaire en passant

par 8, un facteur 3 a la rencontre de 9, etc...

Cette table contient 6634 éléments pour le PPCM des entiers depuis 2 jus§33, Gous les

nombres représentables sur 16 bits).

3. On effectue donc les calculs suivants

a q a?[n] a?—1 | (a?—1)An | commentaire
2 2 4 3 1 pas de diviseur
4 3 64 63 1 pas de diviseur
64 2 4096 4095 1 pas de diviseur
4096 5 | 120077 | 120076 1 pas de diviseur
120077 | 7 | 1084896| 1084895 1 pas de diviseur
1084896| 2 | 559627 | 559626 1 pas de diviseur
559627 | 3 | 247053 | 247052 1 pas de diviseur
247053 | 11 | 339352 | 339351 1 pas de diviseur
339352 | 13| 311394 | 311393 1 pas de diviseur
311394 | 2 | 677377 | 677376 1 pas de diviseur
677377 | 17| 569060 | 569059 239 diviseur trouve...

4 Explication - on a calculé en falgx3x2x5xXTx2x3x11x13x2x17 _ 924504480

Or 24504480 = 102960 x 238, qui est bien de la formg(p — 1) : le calcul dea"®—1) a permis
de trouverp.

La capacité de cet algorithme a trouver un divigediun nombren dépend de |a taille du plus grand
diviseur dep — 1, ce qui explique ses résultats trés inégaux.

EXeEmMPLE 9.2. Il trouve instantanément le divisepr= 1325815267337 711173 (19 chiffres déci-
maux) deRss, parce que le plus grand diviseur premiempde 1 est8 941.

Mais il ne peut pas obtenir le divisegr= 106 007 173 861 643 (15 chiffres décimaux seulement) de
Rg1, parce que le plus grand diviseur premiergde 1 est868 911 261 161 (12 chiffres).

Ces considérations, dans l'optique du cryptage RSA, montrent quensciioisit deux nombres
premiersp etq de la formep = 2p’ + 1 etq = 2¢' + 1 oup’ etq’ sont eux-mémes premiers (ce qui est
assez facile a fabriquer), il suffira gpeet¢’ aient en gros au moins 12 chiffres pour que le cryptage soit
invulnérable par I'algorithme de Pollard (mais pas par un autre algorithmegégreu. . ).
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V Algorithme de Lenstra (courbes elliptiques)

V.1 Introduction aux courbes elliptiques

DEFINITION 9.1 (COURBE ELLIPTIQUE). Une courbe elliptique sur un coré a une équation affine
de la forme

v =23 +ax+b

(en supposant que le discriminakt= 4a® + 27b? n’est pas nul, pour qu’elle ne soit pas dégénérée).
REMARQUE 9.3. Elle a un point a l'infini dans la direction dy.

On considére deux poinf3; = (x1,y;) et P» = (x2,y2) d'une pareille courbe.

La droite P, P, (la tangente e, a la courbe dans le cas @ = ) recoupe la cubique en un
troisiéme point de coordonnéés;, —ys)...

DEFINITION 9.2. SiposePs; = (z3,y3) €etP3 = P + P,
— Cette addition sur la courbe elliptique est une loi de groupe abélien,
— Elle est telle que I'élément neutre est le point a l'infini
— ... etl'opposé du poin? = (z,y) est le pointP’ = (x, —y). O

Les coordonnées di; sont obtenues comme suit :

Y2 — Y1
T2 — I
3723 +a

211

si P1 7& P2
Sion posen =

X = m- —xr1 —
,alors{ 3 Lo

si P =P, ys = m(z1—x3) —

V.2 Algorithme de Lenstra

Ici, il s’agit de calculer dan&./nZ, qui n'est pas un corps, donc I'opération risque de ne pas étre
définie.

REMARQUE 9.4. C’estle cas lorsque= (z2 —x1) An # 1, auquel cas on ne peut poursuivre le calcul,
car l'inverse dgz, — 1) n'est pas défini.

Dans ce casi(# 1), sio # n, on a trouvé un diviseur de, et on a gagné. Si = n, c’est le cas
d’échec.

On applique la méthode de Pollard a la courbe elliptique, en calculant, a paripdint P quel-
conqueP’ = kP, en cherchant les coefficients multiplicateurs dans le méme tableau (cefactess
du PPCM évoqué plus haut).

Si I'on note E(Z/pZ) le groupe additif de la courbe elliptique utilisée, 'intérét d’opérer sur une
courbe elliptique de cette sorte est que le cardinab@@/pZ) n’est pas nécessairement- 1 (comme
dans la méthode classigue- 1 exposée ci-dessus, ou on travaille ddAgpZ)*, de cardinal toujours
p—1).

C’est un nombre de la forme+ 1 — ¢, ol |t| < 2,/p, qui varie selon la courbe utilisée.

Ainsi, en travaillant sur plusieurs courbes simultanément, on augmente leseshgue le plus grand
diviseur de ce cardinal soit petit, ce qui conditionne, comme on I'a rerdatgsucceés de la méthode.

Fin du Chapitre
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Troisieme partie

Logique
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Chapitre 10

Algebre de Boole

DEFINITION 10.1 (ALGEBRE DEBOOLE). On appellealgébre de Booléa structure algébriqued, +, ., )
définie par un ensemble (non vidé)et trois opérations :

Propriétés générales

— la somme booléenne (binaire) : “+”,
— le produit booléen (binaire) : “.” et

— la négation booléenne (unaire) ”"{par exemplez).
et qui doivent posséder les propriétés données dans les deux genoénnes du tableau ci-dessgus.

Propriété A P(E)
idempotence at+a=ua AUA=A
a-a=a ANA=A
commutativité a+b=b+a AUB=BUA
a-b=b-a ANB=BnNA

associativité

a+(b+c)=(a+b)+c
a-(b-c)=(a-b)-c

AU(BUC)=(AuB)UC
AN(BNC)=(AnB)NC

éléments neutres a+0=a AU g=A
a-1=a ANE=A

absorption at+1=1 AUE=F
a-0= AN g=¢

distributivités

AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

involution =a E\(E\A)=A
complémentation 0=1 E\¢g=F
1=0 E\E=¢
partition at+a=1 AU(E\A)=F
a-a=0 AN(E\A) =¢
« Lois de De Morgan » a+b=a-b E\(AUB)=(E\A)nN(E\B)
a-b=a+b E\(ANnB)=(E\A)U(E\ B)

Propriétés d’'une algébre de Boole
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Le tableau précédent met en paralléle les mémes propriétés, écrites entutilisan

— soit les notations générales d’une algebre de Boole,

— soit les notations ensemblistes, définies lorsduest I'ensembléP(E) des parties d’'un ensemble
E : c’est une algebre de Boole particuliére, bien connue, et qui pesiEinotations spécifiques.

REMARQUE 10.1. Les signes opératoires utilisés sont les mémes que ceux de I'adtdieteenulti-
plication des réels. Cependant, ces opérations n’ont évidemment pashes ppriétés, et ne portent
pas sur les mémes éléments.

Exercice 10.1 (Somme disjonctive)On considére une algébre de Boole quelcongie+, -, ).
On définit 'opération « somme disjonctive », notégpar a @ b = ab + ab.

1. Quevaut & 0?a®1?

2. Calculeza @ a eta @ a.

3. Calculeza @ b.

4. Montrez quepb est associative et commutative.

Exercice 10.2 (Opérateurs de Sheffer et de PeircepBoit(E, +,-, ) une algebre de Boole.
1. On définit 'opération de Sheffépar : a|b = @ + b.
Comment obtenid, a + b, a-b en n’utilisant que I'opérateuf? Faire de méme pour+ b ; étudier
I'associativité de cette opération.

2. On définit la fleche de Peirégar : a | b = @ - b.Mémes questions.

REMARQUE 10.2. Ces connecteurs sont donc remarquables, puisqu’ils seetsels (tous les autres
connecteurs peuvent s'exprimer avec uniguement la barre de Schaff uniquement avec la fleche
de Peirce). Cependant, par manque de concision et de lisibilité, cesctaumsene sont pas utilisés en
logique.

Il Regles de calcul dans une algébre de Boole

1. Les priorités habituelles sont respectées pour la somme et le prodi¢ieboo

2. Les éléments neutres sont notés 0 et 1, par analogie avec les entiréngesymbole (ne pas
oublier que ces calculs ne se déroulent pas @an}p

3. L'absence d’éléments symétriques pour la somme et pour le produitimgsrsimplifications que

I'on a I'habitude de pratiquer « sans y réfléchir » :

— a+b=a+ cnedonne paé=c,

— ab = ac n'entraine pas = c.

En particulier, ne jamais perdre de vue que

— a+ b= 0n'estréalisable en algebre de Boole que si b = 0

— a.b = 1 n'estréalisable en algebre de Booleque sib =1 (ANB=F < A= FEetB =F)

— a.b = 0 peut étre réalisé avec = 0 etb # 0 (par exemple, avek = @, mais ce n'est pas la
seule solution...). On parle de « diviseurs de zéro ». (Aidsi, B = & est possible sans avoir
obligatoirementd = @ et B = @).

4. Il y a deux distributivités. Celle de la somme (booléenne) sur le prodail€ébn) n'est pas
habituelle. Par exemple, simplifiét + b)(a + ¢)(a + d)(a +¢)(a + f)

5. Signalons pour finir que, comme ci-dessus, le point pour le prodwgbasent omis.

1. D’aprés le logicien H.M. Sheffer
2. Lorsque les logiciens, dans les années 1930, cherchérent tmolsypour exprimer le connecteur découvert par C.S.

Peirce (1839-1914), “Pierce Arrow” était le nom d’une célebre mamg voiture !
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Dans une expression booléenne, une sous-expression est ditndaate » lorsqu’on peut la sup-
primer sans changer la « valeur » de I'expression :

1. Dans une somme booléenne, tout terme absorbe ses multiples.
Autrement dit:a +a - b = a.

PREUVE Eneffeta+a-b = a-(b+b)+a-b = a-b+a-b+a-b=a-b+a-b (paridempotencey
a-(b+b) =a. "
2. Dans un produit booléen, tout facteur absorbe tout autre faatéle gontient en tant que terme.

Autrement dit.a - (a + b) = a.

PREUVE Eneffeta-(a+b)=a-a+a-b=a+a-b=a. ]
3. Enfin, la troisieme régle de redondance s’exprime par :
a+a-b=a+Db
PREUVE a+a-b=(a+a)-(a+b)=1-(a+b)=a+0b. ]
EXEMPLE 10.3. ab+ac+bc=ab+ (@+b)-c=ab+ab-c=ab+c
Exercice 10.4.Montrerquea -b+a-c+bc=a-b+a-c
Exercice 10.5 (Somme disjonctive)Montrez que 'on ax = b si et seulement i & b = 0.

Exercice 10.6 (Calcul booléen élémentaire)Appliquer au maximum les régles précédentes pour sup-
primer les redondances dans les calculs suivants.

1. (a+b+c)-(a+b+c)-(a+b+7)

2.a+a-b-c+a+a-b

3.a-b+a-b-c+a-b-c
4. (a+b+c)-(@+b+ec+d)

Exercice 10.7 (Calcul booléen)Méme énoncé qu’a I'exercice précédent.
1. (@+b)(c+a-b+a-b).
2. (a+b+720)-(@+b)-(b+c).
3. (a+c)-(@+d)-(b+e)-(b-c+b-c)-(d+c-e)-(c+d).
4. (@-a-(b+e)+a-(b+20)-(b-a+c+@+c)-b)-(a-b-c+a-b-0).

Il Fonctions booléennes

1.1 Définitions

Soit A une algébre de Boole.

DEFINITION 10.2 (FONCTION BOOLEENNE. On appellefonction booléenne de variablestoute ap-
plication deA™ dansA dont I'expression ne contient que :

— les symboles des opérations booléennes,

— des symboles de variables, de constantes,

— d'éventuelles parentheses. &
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EXEMPLE 10.8. f(a,b,c) =a-b+c.

REMARQUE 10.3. Sia est une variable booléenne, elle peut intervenir dans I'expressioe fbimction
booléenne sous la formeou sous la forme&z, qui sont appelées les deaspectsde cette variable :
affirmé et nié.

DEFINITION 10.3 (FONCTION BOOLEENNE NULLE). On appellefonction booléenne nulléan vari-
ables) la fonction booléenne qui, a chaque valeur des variablesjeakswaleur 0.
Son expression e$(xy, xo, ..., x,) = 0. &

DEFINITION 10.4 (FONCTION REFERENTIED. On appellgonction référentie{an variables) la fonc-
tion booléenne qui, a chaque valeur des variables, associe la valeur 1.
Son expression e$lx1, xo, ..., x,) = 1. &

[11.2 Fonctions booléennes élémentaires

DEFINITION 10.5 (MINTERME, MAXTERME). Un mintermean variables est une fonction booléenne
an variables dont I'expression se présente sous la forme du produiagperct et d’un seul de chacune
desn variables.

Définition analogue pour umaxterme, en remplacant dans la définition précédente « produit » par
« somme ». &

DEFINITION 10.6 (FONCTIONS BOOLEENNES ELEMENTAIRE$. Pour un nombre de variablesfixé,
lesfonctions booléennes élémentaiszsit les mintermes et les maxtermes (éariables). &

EXEMPLE 10.9 (MINTERME A TROIS VARIABLES). a-b-c
EXEMPLE 10.10 (MAXTERME A TROIS VARIABLES). @ + b+ ¢.

Exercice 10.11.Pour 3 variablesz, b et c, repérez les mintermes et les maxtermis o + b + ¢, abb,
abc, a + be.

Exercice 10.12.Dressez la liste des mintermes et des maxtermes pour deux variadties

PROPRIETEL10.1 (NOMBRE DE MINTERMES ET DE MAXTERMEY : Les mintermes et maxtermes,
pour un nombre donng de variables, sont au nombre 2lechacun.

NOTATION (REPRESENTATION DES MINTERMES ET DES MAXTERMES: Les mintermes et les max-
termes surn variables sont respectivement notégl) et Mi(”). L'indice ¢ varie entre 0 e2" — 1, selon
une convention d’ordre de numérotation des mintermes et maxtermes.

La convention est la suivante : a chaque variable, on associe 0 ounlgsed@ette variable apparait
Sous son aspect nié ou sous son aspect affirmé dans I'expressiom@ume ou du maxterme. En
écrivant ces chiffres les uns a c6té des autres, dans le méme ordiesquagiables correspondantes,
on obtient un code binaire du minterme ou du maxterme, qu’on peut consiénene I'écriture d’'un
entier positif en base 2.

Pour que cette convention de numérotation ait un sens, il est indispedsdixer un ordre d’énuméra-
tion des variables une fois pour toutes, et de s’y tenir.
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EXeMPLE 10.13. Siles variables soatb, c etd et qu'on décide de les énumérer dans I'ordre alphabé-
tique, il sera, par exemple, strictement interdit d’écrire un produit solasi@ec- a - d - b, et ceci, méme
de maniére transitoire au cours d’'un calcul : la seule expression admissila®rs: - b - ¢ - d.

DEFINITION 10.7 (INDICE D’UN MINTERME OU D’ UN MAXTERME). L’indice d’'un minterme ou d’un
maxtermeest la valeur décimale du code binaire de ce minterme ou de ce maxterme. &

EXeEMPLE 10.14. Pour 3 variables b etc rangées par ordre alphabétique :

minterme (ou Maxterme) code binaire associgéindice décimal| représentatior
a-b-c 010 2 mo
a-b-¢ 100 4 my
at+b+e 111 7 My

Exercice 10.15.Pour 3 variabless, b et c rangées par ordre alphabétique, trouvez I'indice des minter-
mes et maxtermes suivan®+b+¢,a+b+c,a-b-ceta-b-c.

[11.3 Correspondance entre maxtermes et mintermes

PROPRIETEL10.2 : La négation (booléenne) d’'un minterme est un maxterme (et réagmrant).

PREUVE Lois de De Morgan : la négation échange les opérations booléennebinair [
EXEMPLE 10.16.a-b-c=a+b+c

Si l'indice du minterme (ou du maxterme) dont on prend la négation estsi I'indice de cette
négation esj§, on a des expressions du type :

1 = 001101001110 ...... 0110
J = 110010110001 ...... 1001
1+j = 111111111111 ...... 1111

L'expression en systeme binaire de la valeui de;j est donc, quelles que soient les valeurs de ces
deux indices, 111.....Ia(chiffres). La valeur correspondante 8t— 1. Autrement dit,

PROPRIETEL10.3 : La négation d’'un minterme est un maxterme, et réciproquement.

Vie{0,..,2" — 1}, m™ = M{" et M™ =m{ .

—1— ) g [

[1l.4 Principaux résultats concernant mintermes et maxtermes

PROPRIETEL10.4 : Les mintermesa variables sont disjoints.

Sii # 7, alorSmE”) -m§") =0.
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Exercice 10.17.Vérifiez la derniére propriété dans le cas de deux variables.

PREUVE Sii # 7, les écritures en systeme binaire des entietsj comportent au moins un chiffre
différent, en 'occurrence au moins un « 1 » a la place d’'un « 0 ».

Il'y a donc au moins une variable qui figure sous deux aspects dif§eren

Or, on sait quer - @ = 0. Donc, lorsque I'on calcule le produit des deux mintermes, celui-ci est
nécessairement nul. n

REMARQUE 10.4. On prend la négation de chacun des membres de I'égalité, et I'ontalgtié # j,
alors ™ + Mj(”) = 1. Ainsi, la somme de deux maxtermes distincts vaut 1.

PROPRIETEL10.5 : Les mintermes forment une partition de l'unité :

2"—1

Z ml(»n) =1
i=0

PREUVE En effet, il y a un nombre pair de mintermes. Dans cette somme, on ordonne tesmas
par indice croissant, puis on les regroupe deux a deux. Dans chacoesdgroupes, seul differe
I'aspect de la derniere variable. On met les autres en facteur de la sgpme,,, c’'est-a-dire 1 : le
facteur qui subsiste est un mintermé@— 1) variables.

Eow IS e
n n—
Donc Y m;" = Y m" .
i=0 =0
Par récurrence, cette somme est égale & x1, c'est-a-dire finalement 1. m

Exercice 10.18.Le vérifier dans le cas de deux variables.

REMARQUE 10.5. Par négation (booléenne) de cette propriété, on obtieqroduit de tous les max-
termes an variables est nul

[11.5 Formes canoniques d’une fonction booléenne
DEFINITION 10.8 (MONOMES). Un monbmeest une fonction booléenne produit de variables booléennes
éventuellement niées. %

Exercice 10.19.Parmi les expressions suivantes dire lesquelles sont des mondmesgetlles ne le
sont pas en justifianta + b, a + be, a(b + ¢), ab, b.

PROPRIETEL10.6 : Quelle que soit I'expression de la fonction booléenne, il estigesie la mettre
sous la forme d’'une somme de mondémes.

PREUVE En effet, comme elle ne fait intervenir que les trois opérations booléenrssfiilde lui
appliquer les régles du calcul booléen :
1. On développe les négations (en appliquant les regles = a - beta - b = @ + b), jusqu’a ce
gu'il n'y ait plus de négations que sur les variables;

2. Puis on développe les produits qui portent sur des sommes, en utilisdistributivité du
produit sur la somme ;
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3. On obtient ainsi une expression qui s’écrit sans parenthésgs,ret contient que des sommes
de produits de variables éventuellement niées. [

PROPRIETEL0.7 : Chaque monéme peut ensuite étre mis sous la forme d’une somme de minter-
mes.

PREUVE En effet, si, dans I'expression de ce mondme, toutes les variables integaieic’est déja
un minterme.

Dans le cas contraire, il manque (par exemple) la variablans son expression : on la fait
intervenir sous la forméz + a). On développe, les deux monémes obtenus font intervenir la variable
a.

Ou bien, il s’agit de mintermes et le processus est terminé, ou bien il manqoeeaine variable,
gu’on fait intervenir en utilisant le méme procédé, et ainsi de suite jusdpgatie aux mintermess

On fait évidemment disparaitre du résultat, par idempotence, les oca@smndtiples de mintermes,
pour pouvoir énoncer le résultat suivant :

PROPRIETE10.8 (FORME CANONIQUE DISJONCTIVE : Toute fonction booléenne @ variables
(autre que la fonction nulle) peut se mettre sous la forme d’'une somme de mistnmariables.
Cette forme, unique, s’appell®rme Canonique Disjonctivi@ans la suite, FCD).

REMARQUE 10.6. L'unicité de cette FCD permet la comparaison des fonctions bo@éemtre elles.

Par négation booléenne de ce résultat, on obtient :

PROPRIETE10.9 (FORME CANONIQUE CONJONCTIVH : Toute fonction booléenne devariables
(autre que la fonction référentiel) peut se mettre sous la forme d’un prielmaxtermes a vari-
ables.

Cette forme, unique, est Forme Canonique Conjonctiy&CC dans la suite).

I11.5.1 Obtention des formes canoniques

La méthode algébrique consiste a :
— tout développer pour mettre I'expression sous la forme d’'une somme dimesn
— dans chaque terme de cette somme, faire apparaitre les valeurs quurepfigas.

EXeEMPLE 10.20. Onillustre cela:
f(a,b,c) =a+bc=a(b+b)(c+c)+ (@a+a)be
= abc + abc + abc + abc + abe 4+ abc = m3 + my + ms + mg + mr.

Pour la FCC, on peut imaginer une méthode analogue.

EXEMPLE 10.21. f(a,b,c) = a +bc = (a +b)(a+¢) = (a + b+ cc)(a+bb + c)
=(a+b+¢)-(a+b+c)-(a+b+c) (a+b+c)= MMMy
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REMARQUE 10.7. Sion prend la négation de la FCD, on obtient bien sr une FCC... amtefle de

la fonction, celle de sa négation!
Il suffit de prendre la négation de la fonction, de calculer sa FCD pujsreiedre la négation du

résultat.
Exercice 10.22.0Obtenir la FCC der + 7z.

Il existe une autre méthode pour obtenir ces formes canoniques : la mé#gwdmgrammes.

IV Diagrammes de Karnaugh

La représentation des fonctions booléennes par diagrammes de KauVeitah : est fondée sur les
propriétés des mintermes (ils réalisent une partition de I'unité),

Ces derniers diagrammes deviennent rapidement inextricables quanchibeende variables aug-
mente, c’est pourquoi, dans les diagrammes de Karnaugh, on divigensyigjuement |'« univers » (le
référentiel £) en deux parties égales en superficie pour représenter la partieméaet son complé-

mentaire.
A chaque introduction de variable supplémentaire, chaque case dd@nédéagramme est divisée

en 2.

ExXeMPLE 10.23. On obtient, par exemple :

a a
b|ab | ab
b|ab| ab

a
b 0|1
0 0]2
1 13

EXEMPLE 10.24. Cas de trois variables :
— les deux premieres colonnes correspondénties deux dernieres@
— la premiére et la derniére colonne correspondéntes deux centralesia
— enfin, la premiére ligne est associée B deuxieme a.

...ce qui donne
. b 6510111 10
0 0| 2 6| 4
1 13|75

EXeEMPLE 10.25. Cas de quatre variables :
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> a1 00| 011110
00 |o|al12]s
01 | 1|5]13]9
11 | 3]7]15]11
10 | 261410

Dans un tel diagramme, chaque case représente un minterme. Les auté@se®oagroupent un
nombre de cases qui est une puissance de 2, selon le nombre de sgniébtntes.

Exercice 10.26.Faire un diagramme a cinqg variables.

Réponse :
abc
de 000| 001 | 011| 010| 110|111 | 101 100
00 0 4 12 | 8 24 | 28 | 20 | 16
01 1 5 13 9 25 | 29 | 21 | 17
11 3 7 15| 11 | 27 | 31 | 23 | 19
10 2 6 14 | 10 | 26 | 30 | 22 | 18
C'est-a-dire :

les quatre premiéres colonnes correspondantes quatre derniéresa

les deux premiéres, et les deux derniéres colonnes correspa@rigéss quatre centralesta

les colonnes 1, 4, 5 et 8ales autres a,

les deux premiéres lignesiales deux derniéresd

enfin, la premiere et la derniére ligne sont associge$ed deux centralesa

Les diagrammes peuvent étre utilisés en réunion, en intersection ou en swntaéon.

lIs permettent :

— d'obtenir la FCD d’une fonction booléenne plus aisément que par lel ed@brique (utilisé pour
découvrir la forme en question),

— une premiére approche du probléme de la simplification des fonctions honetééans des cas

simples et pour un petit nombre de variables)...

Utilisation des diagrammes de Karnaugh pour représenter les fonctioléehnes...

En réunion. Soit par exemplg (a, b, c) = a + be. Son diagramme est :

| 49| 01111 10

0 o2 B
1 W H R

On lit aisément la FCD d¢ sur le diagramme f(a, b, c) = mi1 + my4 + ms + mg + my.
En intersection. Soit f(a,b,c) = (a + b)(a + c).

On peint en rouge les cases correspondant &, et on note en italique les nombres correspondant
aa-+c:
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| 49| 01111 10

o H|2HH
1 B HBE

La représentation d¢ est contenue dans les cases rouges possédant les nombres en italique.
Comme(a + b)(a + ¢) = a + be, on retrouve la méme FCD.

En complémentation. Soit f(a, b, ¢) = a + be, de diagramme :

| oolo01] 11 10

0 o2 B
1 |H|:H B

Alors la négation de + bc est dans les cases pas rouge : la FC @stmg + mo + ms.

Exercice 10.27 (Fonctions booléennesponner la forme canonique disjonctive de la fonction booléeene
dont I'expression est

f(a7b7c7da€>:a'[b'é'(c—i_d)—i_b'(6'd'é+c'd'€)}'

Exercice 10.28.Pour chacune des expressions suivantes...

E\ = zyz+azyz +Tyz + TY2
Ey = zyz+zyz+ 2yz + 7Yz
Es = zyz+xyz +TYyz + TYZ + TY*2

donner la forme minimale en exploitant les diagrammes de Karnaugh

Exercice 10.29 (Application de la méthode de Karnaugh)Trouver une forme minimale dé = xy+
ryz + TYZ + TY=t.

Exercice 10.30 (Composition de la méthode de Karnaugh)On considére deux fonctions booléennes
u etv des quatres variables, b, ¢, d définies pan = (a + d)(b + ¢) etv = (a + ¢)(b + d).

1. Dessiner les diagrammes de Karnaughudet dev.

2. En déduire le diagramme de Karnaughwde= uv + ww.

3. Donner une forme minimale pour

Exercice 10.31 (BTS-2009)La société K-Gaz décide de recruter en interne des collaborateursgaour
filiale en Extréme-Orient. Pour chaque employé, on définit les varialdekbnnes suivantes :

— a =1¢s'il aplus de cing ans d’ancienneté dans I'entreprise ;

— b=1¢g'il posséde un B.T.S. informatique de gestion (BTS-IG);

— ¢=17¢il parle couramment I'anglais.
La direction des ressources humaines décide que pourront postaleniployés :

— qui satisfont aux trois conditions,

— ou qui ont moins de 5 ans d’ancienneté mais qui maitrisent I'anglais,

— ou qui ne maitrisent pas I'anglais mais qui possédent un BTS-IG.

1. Ecrire une expression booléenAdraduisant les critéres de la direction.
2. Représenter I'expressidii par un tableau de Karnaugh.
3. Alaide du tableau de Karnaugh, donner une expression simplifi¢e de
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4. Retrouver ce résultat par le calcul.
5. En déduire une version simplifiée des critéres de la direction.

Exercice 10.32 (BTS-2002)On considére I'expressiol’ = a.c + b.c + a.b + a.b.c dépendant des
variables booléennes, b etc :
1. Simplifier I'expressiorE a l'aide de la lecture d'un tableau de Karnaugh (ou d’une table de
VErite).
2. Dans un organisme qui aide des personnes au chbmage a troonvamploi, on considéere pour
ces personnes, trois variables booléennes définies ainsi :
— a =1 sila personne est agée de 45 ans ou plus (sinona=0);
— b=1silapersonne est au chébmage depuis un an ou plus (sinon b =0);
— ¢ =1 sila personne a déja suivi une formation I'année précédente (sindhc
Une formation qualifiante sera mise en place pour les personnes vésfianbins un des critéres
suivants :
— avoir 45 ans ou plus et étre au chdbmage depuis moins de un an;
— avoir moins de 45 ans et ne pas avoir suivi de formation 'année pdardte ;
— étre au chdbmage depuis un an ou plus et ne pas avoir suivi de formaioméle précédente ;
— avoir moins de 45 ans, étre au chémage depuis moins de un an et aixdiuse formation
I'année précédente.
Les personnes qui ne répondent a aucun de ces quatre critén@sppbpar- ticiper a un stage
d’insertion en entreprise.

(a) Ecrire I'expression booléenng en fonction des variables, b et ¢ qui traduit le fait que la
personne pourra suivre cette formation qualifiante.

(b) En déduire une caractérisation simple des personnes qui partariparun stage d’insertion
en entreprise.

V Résolution d’équations booléennes
Soit une équation booléenne de la forme la plus générale :
flz1,29,...,xn) = g(x1, 22, ..., Tp)
1. Puisqued = B < A ® B = 0, on se ramene immédiatement a une équation du type :
F(zy,x9,...,2,) =0
2. Onmet F sous la forme :
F(zi,29,...,2y) =T1 -7 +2x1-5=0
Cette derniere équation est équivalente, en algébre de Boole, auggigations

{(1) Z1-r=0
(2) z1-5=0

3. Une équation du type de (2) se résout par introduction d’'une vaaqallgairey;. En effet,

x1-s=0<=JpeFE,x1=9y -3

4. Dans ces conditiong; = y1 + s, valeur que I'on porte dans (1), pour obtenir I'équatign r +
r-s =0, qui est elle-méme équivalente aux deux équations
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{(3) yi-r=0
(4) r-s=0"

En utilisant la variable auxiliaire;, (3) se résout comme (2) par :
dn e E,y1=2z1+7r

5. Finalement, I'équation proposée est équivalente aux équations :
— (5)z1 = (z1 + ) - 5;(qui donne les valeurs de)
— (4)r - s = 0 (qui ne comporte plus que n-1 variables).
On recommence donc les mémes opérations pedans (4), et ainsi de suite.

Exercice 10.33.Résoudre I'équationz +y = x + z.

Exercice 10.34.Résoudre I'équationz -y +7 -z =0

Exercice 10.35.Résoudre le systeme d’équatiOn%i -ery—_xx. j z
Exercice 10.36 (Fonctions booléennes universelle€)n considére une fonction booléenne de deux vari-
ables, mise sous forme canonique disjonctiyéz,y) =« -z -y+ - T-y+~v-z-y+0-x -y, 0U
(a, 8,7, 6) € {0,1}*
— Montrer que cette fonction n’est susceptible d’exprimer la négation ique=s1 etd = 0.
— Dans ce cas, montrer qu’il N’y a que deux couples de valeurs desgiour et~, si l'on veut
que f puisse aussi exprimer la somme y et le produitz - y.

La simplification des fonctions booléennes doit étre laissée aux méthodeésiqgs dans les cas
plus complexes, de maniere a pouvoir affirmer avoir trouvé une forme minimiakyentuellement
toutes, si nécessaire. Diverses méthodes visent cet objectif. Nemsxposerons ici qu’une seule, la
méthode de Quine-Mac Cluskey, dite ausgithode des consensus

VI Méthode des consensus

La méthode des consensus est une méthode algébrique permettant :
— d’étre certain d’obtenir la forme minimale,

— de les obtenir toutes.

Commencons par introduire la notion de consensus...

DEFINITION 10.9. Lorsque, dans une somme booléenne, deux monémes admettent dangressior
une et une seule variable qui se présente sous son aspect affirmiudagt sous son aspect nié dans
l'autre, on dit que ces deux moném@sentent un consens(@l sont en consensus).

Le consensusgle ces deux monémes est alors le produit de toutes les autres variables. &

EXEMPLE 10.37. Lesmonbmes-b-d-eceta-¢-d- f présentent un consensus, car le premier contient
a et le second. Le consensus de ces deux termesgest- d - e - f.

EXEMPLE 10.38. abc et bed présentent un consensusd), quandabe et bed d’'une part, etbe et bed
d’autre part, n’en présentent pas.

Exercice 10.39.Trouvez tous les consensus de

f(a,b,c,d) = abc + acd + abed + aed + bed
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PROPRIETEL10.10 (RESULTAT FONDAMENTAL) : Rajouter, a une somme booléenne, le consensus
de deux termes de la somme (qui en présentent un) ne modifie pas sa valeur.

PREUVE En effet, le consensus de m et dea - m’ estm - m/, et on peut constater que m + a -
m'+m-m’ =a-m+a-m'+(a+a)m-m' =a-m+am' +am-m'+a-m-m'=a-m+a-m'na

Venons-en a la méthode proprement dite (qui permettra, on le rappell®udertitoutes les formes
les plus simplifiées d’'une expression booléenne donnée). Elle se dérotutis étapes...

Etape préliminaire. Développer I'expression pour la mettre sous la forme d’une somme de monémes
et en suppprimer les multiples (toute autre tentative de simplification est inutile).

Obtention d'une forme stable par consensus. Répéter les deux phases suivantes, jusqu’'a ce que
I'expression obtenue soit stable, ne change plus :

1. rajouter tous les consensus des termes qui en présentent un,
2. supprimer les multiples nouvellement introduits.

REMARQUE 10.8. Lintroduction des consensus fait parfois apparaitre des multifgesippression de
ces derniers fait parfois apparaitre de nouvelles possibilités de ussen

DEFINITION 10.10 (EXPRESSION STABLE MONOMES PRINCIPAUX). L'expression obtenue est digta-
ble du point de vue des consensidle est unique. Ses termes s’'appellentfemdmes principaux

Exercice 10.40.Trouvez la forme stable par consensus de
f(a,b,c,d) = abc + acd + abed + aed + bed

La somme des mondmes principaux d’'une expression booléenne estlgamant plus longue que
I'expression de départ. Parfois, elle peut s’avérer plus courte, maiserdé@ns ce cas, rien ne prouve
gu'il n'existe pas une expression encore plus courte. C'est pourdans tous les cas, une nouvelle
étape est nécessaire.

EXeMPLE 10.41. Dansz + @ - b, les deux termes présentent un consensus, qui, etton a alors
a+a-b=a+a-b+b=a+b(comme on le sait, c’est la régle3d). Ici, il y a simplification.

Mais dansz - b+ @ - ¢, les deux termes présentent un consensus, qbiesOn aalors;-b+a-c =
a-b+a-c+b-c. lci il apparait un terme de plus.

Choix d'un nombre minimal de monémes principaux. C’est la derniére étape de la méthode des
consensus, qui fait intervenir la FCD.

Les formes minimales de I'expression algébrique de départ sont des safesi@sondmes prin-
cipaux ci-dessus. Pour savoir quels monémes principaux garderekst aquondémes principaux sup-
primer, on calcule la FCD de I'expression de départ. Les mintermes de cditeséi@ des multiples
des monomes principaux. Les mondémes principaux retenus dans les formesleénsont tels qu’ils
possédent tous les mintermes de la FCD parmi leurs multiples.

Pour bien comprendre cette derniére étagecette sélection des monémes principaux réellement
utiles, on donne plusieurs exemples complets...
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EXeEmMPLE 10.42. Appliquons la méthode des consensus a

fla,bye) = (a+b)(@+b+c)

1. On développe f(a,b,c) = ab + ac + ab + be.
2. Obtention d’une forme stable par consensus.

— ab,ac:
— ac,ab :
— ab,ab:
— ac,bc:
— ab, bc:
— ab,bc:

pas de consensus,
consensuse,
pas de consensus,
pas de consensus,
consensusc,
pas de consensus,

D’od f(a,b,c) = ab + ac + ab + bc + ac + be.
Par idempotencef(a, b, c) = ab + ac + @b + be.

Rajouter des consensus ne change alors rien : c’est notre forme stable

Soientpy, p2, p3, p4 €S quatre mondmes principaux.
3. Le diagramme de Karnaugh de I'expression de départ est :

D’ou la FCD de I'expression de départis + ms + myg + ms + my.

. bl 66101111 10
0 N ECEE |
1 10 H N

4. Choix d’'un nombre minimal de monomes principaux :

Tout minterme de la FCD doit étre pris au moins une fois. Donc :
— pour avoirms, pas le choix : il faut prendrgs. Mais, comme on a prigs, on a récupéréns.

mintermes 5
monomes principau

1

2
3
4

— pour avoirmy, il faut prendrep;. Avec cela, on récoltens.
— enfin, pour avoirmnsz, on a le choix entre, etp,.
Il'y a donc deux formes minimales :

— P1,DP2,P3,
— P1,DP3,P4-

EXeEMPLE 10.43. Appliquons la méthode des consensus a

S=a-b+a-c

La somme des mondémes principaux$iesta -b+a-c+b-c.

Posons :
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- P1 =a- b,

- Ph=a-c

- P3 =b-c

La FCD deS estmy + mg + mg + ms.

— my est contenu danB,. Le choix deP, est donc obligatoire, ce que I'on exprime par I'équation
booléenne, = 1.

— ms est contenu danB, et P3. On a donc le choix entre ces deux mondmes, ce que I'on exprime
par I'équation booléenng + p; = 1 (évidemment, le choix précédent rend cette condition inutile,
mais on expose ici la méthode).

— mg est contenu danBy, soitp; = 1.

— my est contenu danB; et Ps, soitp; + p3 = 1.

[l faut donc développer le produit(p2 + p3)p1(p1 + ps) = p1p2 qui prouve que la forme minimale

(unique, dans cet exemple) de la fonction donnée est obtenue aveur@esteP; et deP ; il s’agit,
bien entendu,de - b+ a - c.

EXeEMPLE 10.44. Appliquons la méthode des consensus a

S=a-¢+a-b-d+a-b-c+a-b-¢+b-c-d+a-b-¢

1. Suppression des multiples : ¢ absorbea - b - ¢
Il reste :
@-¢cta-b-d+a-b-cta-b-c+b-c-d
2. Premiers consensus :
a-c+a-b-d+a-b-ct+a-b-ec+b-c-d+b-e-d+a-b+b-e+a-b-d+b-c-d+a-¢c-d+a-c-d+a-c-d+a-b-d
3. Suppression des multiples :
a-b absorbea-b-c
b-c absorbea-b-¢
Il reste :
a-¢c+a-b-d+b-c-d+b-c-d+a-b+b-¢c+a-b-d+b-c-d+a-¢c-d+a-c-d+a-c-d+a-b-d
4. Nouveaux consensus (on n’a fait figurer qu’une seule foisurhd®Entre eux) :
@-¢+a-b-d+b-c-d+b-c-d+a-b+b-c+a-b-d+b-c-d+a-¢-d+a-c-d+a-c-d+
a-b-d+a-b-d+¢-d+a-d+b-¢-d+b-d+a-b-c+b-d+b-c-d+a-b-c+a-b-c+c-d
5. Suppression des multiples :
-b absorbea-b-d eta-b-c,b-¢ absorbeb-¢-
a-d absorbea-b-d eta-c-d,b-d absorbea-b-
-d absorbea-c-d etb-c-d
llreste:a-¢+a-b+b-e¢+c-d+a-d+b-d+a-b-c+b-d+c-d
6. Nouveaux consensus (on n'a fait figurer qu’'une seule foiswrhd@ntre eux) :
a-ct+a-b+b-c+e-d+a-d+b-d+a-b-c+b-d+c-d+b-c+a-b-d+b-c-d+a-c-
7. Suppression des multiples :
b-d absorbea-b-d,c-d absorbea-c-d etb-c-d,b-c absorbea-b- ¢
llreste:a-c+a-b+b-c+c-d+a-d+b-d+b-d+c-d+b-c
8. Un dernier tour de consensus montre que cette expression est statdmpensus.

S oal

Q|

deta-b-¢,¢-d absorbeb-¢-d et a-
detb-c-d,b-d absorbeb-c-d et a

SEEN
SRS

(RIS

SY

A l'aide d’'un diagramme de Karnaugh, on détermine les mintermes contengsctianun des
mondmes principaux.

On en déduit la FCD, et, dans le tableau qui suit, on fait apparaitre les mergimeipaux et les
mintermes qu’ils contiennent :
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W mo | mi1 | m2 | m4 | M5 | Me | M7 | Mg | Mg | Mi0 | M13 | Mi4 | M15
monome
Pr=a-¢c 3 o <o S
Po=a-b o o o o
P3=b-¢C o o o ©
Py=c¢-d S S o o
Ps=a-d S S S S
Ps=b-d S <o o S
P;=b-d S o o o
Ps=c-d o o o o
Py=0b-c¢c <& <o o <o
La premiere colonne, par exemple, s’interprete comme suit : dans toute fardugte ou non) pré-

tendant représenter I'expression donnée au départ, il est nigeegsan mondme au moins contienne
le mintermemy, puisque ce dernier figure dans la FCD.

Cette condition peut étre réalisée en choisissant le monéme pridgipal Ps, ou P5, ou P;. Elle
peut étre exprimée par I'équation booléemner p3 + ps + p7r = 1, etc.

On obtient I'équation booléenne :
(p1 +p3 +ps5 + pr)(p1 + p3 + pa)(ps + pr + ps)(p1 + P2 + p5)(P1 + p2 + pa + pe) (P2 + p5 + ps +
p9) (P2 + p6 + p9)(p3 + p7)(P3 + pa) (7 + ps)(pa + pe) (Ps + po)(Ps + po) = 1

On supprime évidemment les conditions qui sont automatiquement réaliséggeldiautres le sont
(sips + pr vaut 1, alor®; + ps + ps + pr aussi), il reste
(p1 + p2 +p5)(p3 + p7)(p3 + pa)(P7 + ps) (Pa + p6) (Ps + o) (P + p9) = 1

On développe le produit, mais pas le premier facteur, car il est le seuk@éntoles monémes prin-
cipauxpi, p2 etps, donc on sait déja qu'il faudra en prendre un (et un seul, pouramesf minimale...)
des trois.

On obtient
(p1+p2+ps5)(p3+pap7) (P8 +p7P9) (P6 +Pape) = (P1+ D2 +ps5)(P3PsP3P7PY + Pap7Ps + Pap7Pe) (P6 +
Papy) = (p1+Dp2+p5)(P3P6ps + P3PapsPe +P3PeP7P9 + P3P4PTPY + PaP6P7Ps + PaPTPSPY + PapePTPe +

Pap7p9) = (p1 + P2 + P5)(P3P6Ps + P3PapsPy + P3PeP7P9 + PapeP7Ps + paprpy) = 1
On constate gu'il est possible de réaliser la condition de la seconddlp@seren ne choisissant que

3 mondmes principauxPs, Ps et Pg, ou encorePy, P; et Py (les autres choix possibles en nécessitent
4).

En plus, il faut choisir I'un des trois de la premiére parenthése, comme dit péus haut.

On obtient donc 6 formes minimales :

a-C

b-¢+b-d+c-d ou
{ ou } + a-b
c-d+b-d+b-c ou
a-d

Exercice 10.45.0n consideref (a, b, ¢, d) = abc + acd + abed + acd + bed
— Trouvez sa FCD.
— En déduire ses formes minimales.

Exercice 10.46.Utiliser la méthode des consensus pour obtenir toutes les formes minimalésnde
tions booléennes suivantes :

1. Celles des précédents exemples et exercices.
2.d-et+a-ct+tb-ct+a-bta-d-eta-d-e

Fin du Chapitre
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Chapitre 11

Calcul propositionnel

| Introduction

Les liens étroits entre logique et informatique ne sont pas récents, aueeyample la citation
suivante de plus de 40 anslt is reasonable to hope that the relationship between computation and
mathematical logic will be as fruitful in the next century as that between asadysl physics in the
last. The development of this relationship demands a concern for both ajpie and mathematical
elegance"[[icC64].

Ce chapitre met I'accent sur le calcul des propositions, qui est unaheerinents de la logique
classique, initié par Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925). Ceitrieacontient des extraits
de [CL93, Lip90, LBDGO7].

Il Les fondements de la logique des propositions

Qu’est-ce donc qu’un raisonnement ? Si I'on sait que tous les éitsigant des rongeurs, que tous
les rongeurs sont des mammiferes, que tous les mammiferes sonttdbségeet que tous les vertébrés
sont des animaux, on peut en déduire que tous les écureuils somidesu.[. . . ].

Ce raisonnement est simple a I'extréme, mais sa structure ne diffefepdamentalement de celle
d’'un raisonnement mathématique. Dans les deux cas, le raisonnesteiormé d’'une suite de propo-
sitions dans laquelle chacune découle logiquement des précédentdsDjans ce cas, on applique la
méme regle trois fois. Cette régle permet, si I'on sait déja que tou¥ Iesnt desX et que tous les
sont des”, de déduire que tous lgg sont desX [Dow07].

Cette section formalise la notion de proposition ($kt), montre comment les propositions peuvent
étre connectées entre elles (S&2) et comment elles sont représentées syntaxiquementl(S3c.

[I.1 Les propositions

Lhomme exprime son raisonnement par un discours, et ce discours utiéskngue (une langue
naturelle, francais, anglais,...). D’'une maniére générale, ce dsestiarticulé en phrases, d'un niveau
de complexité variable, et c’est I'étude de ces « énoncés » que sesprdpdaire la logique.

DEFINITION 11.1 (RROPOSITION. Parmi tous les énoncés possibles qui peuvent étre formulés dans
une langue, on distingue ceux auxquels il est possible d’attribuer uakewr\de vérité » : vrai ou faux.
Ces énoncés porteront le nompl®positions &

EXEMPLE 11.1. Ainsi, « Henri IV est mort assassiné en 1610 », « Napoléonfoteaa été guillotiné

en 1852 » sont des propositions, puisqu’on peut leur attribuer unarvadée vérité (« vrai » pour la
premiére, « faux » pour la seconde).
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Le calcul que I'on étudie considére toujours comme acquises les vériteémtas, élevées au rang
d’axiomes.

Principe de non-contradiction : Une proposition ne peut étre simultanément vraie et fausse.
Principe du tiers-exclu : Une proposition est vraie ou fausse (il n'y a pas d’autre possibilité).

[I.2 Les connecteurs logiques

L'analyse logique d’'une phrase (reconnue comme proposition) fadrafipe des sous-phrases qui
constituent elles-mémes des propositions. Ces « membres de phrasegeliésrentre eux par des
« connecteurs logiques », comme expliqué dans la partie suivante. ..

I1.2.1 Analyse logique des propositions

Considérons I'énoncé : « J'ai obtenu une mauvaise note a cet examenquee je n'ai pas assez
travaillé ou parce que le cours est trop difficile ». On suppose qu'il@stiple d’attribuer une valeur de
Vérité a cet énoncé « global », ce qui le classe parmi les propositions.

On peut alors mener 'analyse logique de cette phrase, de maniére a &neeles propositions
(au sens grammatical du terme) : « J'ai obtenu une mauvaise note a cemnexawje n'ai pas assez
travaillé », « le cours est trop difficile », qui sont aussi des propositarsens logique du terme.

Globalement, cet énonceé exprime que « ma mauvaise note » est conséipiBace (au moins) des
deux causes suivantes :

— «mon manque de travail »,

— «un cours trop difficile », soit :

( « mon manque de travail » ou « cours trop difficile ») entraine « ma mauvaise no

D’une maniére générale, le calcul propositionnel ne se préoccupdeguealeurs de vérité, et pas
du tout des liens sémantiques qui peuvent exister entre des propositenderniéres sont reliées entre
elles syntaxiquement par des connecteurs comme « ou » ou « entraineconbesteurs logiques sont
donc des symboles qui permettent de produire des propositions (« phec@s ») a partir d’autres
propositions (« plus simples »). En calcul propositionnel, ils sont défin@aatiquement a partir de
leurs tables de vérité.

I1.2.2 Tables de vérité des connecteurs logiques

Disjonction logique :  Connecteur « ou », symbole
A partir de deux proposition® et(, ce connecteur permet la construction de la nouvelle proposition
(P ouQ) [notéeP Vv ()], dont la valeur de vérité est définie par la table de vérité :

PlQ|PVQ
FIF| F
FIlv| Vv
VIF| Vv
VIiv| v

On remarque qué V @ est fausse si et seulement si les deux propositiors() sont fausses.

REMARQUE 11.1. Dans le langage courant, le mot « ou » est souvent employé déagens distinctes :
— il est parfois utilisé avec le sens « les deux cas peuvent se prodgbaung ici) et,
— parfois avec le senspou g , mais pas les deux » (e.g. « il ira a Paris ou a Marseille »).

Sauf indication contraire, le « ou » sera toujours employé avec cette presigeigcation.
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Conjonction logique :  Connecteur « et », symbole
A partir de deux propositionB et(, ce connecteur permet la construction de la nouvelle proposition
(P etQ) [notéeP A ], dont la valeur de vérité est définie par la table de vérité :

P|lQ|PAQ
FIF| F
FIV| F
VIF| F
VIiv| v

On remarque qu& A (Q est vraie si et seulement si les deux propositiBret () sont vraies.

Exercice 11.2. Rappelez quels sont les différents comportements des commandssishelies :
— commmandel ; commande2
— commandel && commande2
— commandell commande?2

Expliquez ces comportements a partir de ce qui précede.

Négation logique : Connecteur « non », symbote
A partir d’'une propositionP, ce connecteur permet de construire la nouvelle proposition fjon
[notée—P], dont la valeur de vérité est définie par la table de vérité

P | -P
F| V
V| F

Implication logique :  Connecteur « si. .. alors », symbeie.
A partir de deux proposition® et @, ce connecteur permet la construction de la propositio(Si
alors@) [notéeP =- ()], dont la valeur de vérité est définie par la table de vérité :

P|Q|P=Q
FIF| V
F|V \%
V| F F
V|V \%

REMARQUE 11.2. Lorsque la propositioR est fausse, la proposition « Bj alors@ » est vraie, quelle
gue soit la valeur de vérité de la propositi@n

Exercice 11.3.Déterminer la valeur de vérité des propositions suivamiass le monde actuét.-a-d.
celui dans lequel nous vivons) :

=

« si la terre est plate, alors la lune est carrée ; »

« si le soleil tourne autour de la terre alors la terre est ronde »

« si la terre est ronde alors le soleil tourne autour de la terre »

« si vous étudiez la logique alofs = m.c? »

« si Napoléon est mort alors il a gagné la bataille de Waterloo »
« s'il pleut en ce moment alors il pleut en ce moment »

N o ok wDd

« si tous les hommes sont passionnés par la logique alors Dieu existe »
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8. «sile Diable existe alors ceci est un exercice de logique »

La maniére de mener un raisonnement qui utilise éventuellement des propositicse présentent
sous la forme d’implications logiques est I'objet de la théorie de la déducticsega étudiée plus loin.

Equivalence logique : Connecteur « si et seulement si », notatiea=-. A partir de deux propositions
P et(, ce connecteur permet la construction de la nouvelle propositiagi €t seulement €)) [notée
P < (@], dont la valeur de vérité est donnée par la table de vérité

Pl1Q|P=Q
F|F Y
Flv F
V| F F
V|V \

REMARQUE 11.3. Méme remarque que pour l'implication logique : I'équivalence logigqeied@ux
propositions fausses est une proposition vraie.

Exercice (corrigé) 11.4.En notantM et C les affirmations suivantes :

— M = «Jean est fort en Maths »,

— C =« Jean est fort en Chimie »,
représenter les affirmations qui suivent sous forme symbolique, & Iteg lettres\/ et C' et des con-
necteurs usuels.

1. «Jean est fort en Maths mais faible en Chimie »

«Jean n’est fort ni en Maths ni en Chimie »

«Jean est fort en Maths ou il est a la fois fort en Chimie et faible en Maths »
« Jean est fort en Maths s'il est fort en Chimie »

a s D

« Jean est fort en Chimie et en Maths ou il est fort en Chimie et faible ¢msMa

Réponses :
LMAGC);2(-M)AN(=C); 3. MV(CA=M);4.C = M;5(MAC)V (=M AQ).

Exercice 11.5.En notantM, C et A les trois affirmations suivantes :

— M = «Pierre fait des Maths »;

— C = «Pierre fait de la Chimie »;

— A = «Pierre fait de I'Anglais ».

Représenter les affirmations qui suivent sous forme symbolique, & taisl lettres\/, C, A et des
connecteurs usuels.

[EEN

. « Pierre fait des Maths et de I'’Anglais mais pas de Chimie »

« Pierre fait des Maths et de la Chimie mais pas a la fois de la Chimie et del#isng
« Il est faux que Pierre fasse de I'’Anglais sans faire de Maths »

« Il est faux que Pierre ne fasse pas des Maths et fasse quand raémehimie »

« Il est faux que Pierre fasse de I'’Anglais ou de la Chimie sans faire disIvh

2

« Pierre ne fait ni Anglais ni Chimie mais il fait des Maths »

Exercice 11.6.Enoncer la négation des affirmations suivantes en évitant d’employgréssion : «il
est faux que »

1. « S'il pleut ou s'il fait froid je ne sors pas »
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« Le nombre 522 n’est pas divisible par 3 mais il est divisible par 7 »

« Ce quadrilatére n’est ni un rectangle ni un losange »

« Si Paul ne va pas travailler ce matin il va perdre son emploi »

« Tout nombre entier impair peut étre divisible par 3 ou par 5 mais jamai2 pa

o g s~ wNN

« Tout triangle équilatéral a ses angles égaux a 60° »

1.3 Variables et formules propositionnelles

Comme le calcul propositionnel ne s’occupe que des valeurs de vérisé pibssible, dans une ex-
pression logique, de remplacer chaque proposition donnée par un Isy(ebogénéral, une lettre de
I'alphabet majuscule), ouariable propositionnellet d’étudier ensuite les valeurs de vérité de I'expres-
sion en fonction des valeurs de vérité de ces symboles.

PROPRIETEL1.1: Lesregles (de syntaxe) qui permettent de formefaterules propositionnelles
sont les suivantes :
— toute variable propositionnelle est une formule propositionnelle ;
— Si F etG sont des formules propositionnelles, aleig”), (F') vV (G), (F) A (G), (F) = (G)
et(F) <= (G) sont des formules propositionnelles.

REMARQUE 11.4. Ce ne sont plus des propositions, en ce sens qu’elles n’odinénad) pas de valeur
de vérité déterminée. Cette derniére est une fonction des valeurs dededritériables propositionnelles
qui interviennent dans I'expression de la formule propositionnelle cérésd

Exercice 11.7. A et B sont des variables propositionnelles, susceptibles de représentgrartierguelle
proposition. Formaliser, a I'aide de connecteurs logiques appropté&ssénoncés suivants :

1. «kAsiB»
. « A est condition nécessaire pod »
. «A sauf siB »
. «A seulement sB »

2
3
4
5. «A est condition suffisante pou# »
6. «A bien queB »

7. «Non seulemem, mais aussiB »
8. «A et pourtantB »

9. «A amoins queB »

10. «NiA4, ni B »

Exercice 11.8.Les variables propositionnelle¥ et 7" serviront, dans cet exercice, a représenter (re-
spectivement) les propositions « Un étudiant a de bonnes notes » et «dianétiavaille ». A I'aide
des variables propositionnelles et 7', formaliser les propositions suivantes (si, pour I'une ou l'autre
d’entre elles, la traduction vous parait impossible, dites-le et expliquexjpoi) :

1. C’est seulement si un étudiant travaille qu’il a de bonnes notes.

2. Un étudiant n’a de bonnes notes que s'il travaille.

3. Pour un étudiant, le travail est une condition nécessaire a I'obtentidmod@es notes.
4. Un étudiant a de mauvaises notes, a moins qu'il ne travaille.
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5. Malgré son travail, un étudiant a de mauvaises notes.

6. Un étudiant travaille seulement s’il a de bonnes notes.

7. A quoi bon travailler, si c’est pour avoir de mauvaises notes ?
8. Un étudiant a de bonnes notes sauf s'il ne travaille pas.

Exercice 11.9. Combien de lignes contient la table de vérité d’'une formule propositionneilldépend
den variables ?

Lorsqu’on remplace, dans une formule propositionnelle, les varialdg®gitionnelles par des propo-
sitions, I'assemblage obtenu est une proposition. Cependant, une fgroptesitionnelle n’est pas une
proposition :A = B n’est ni vrai ni faux.

PROPRIETE11.2 (REGLES DE PRIORITE DES CONNECTEURS LOGIQUES Les conventions de
priorité des connecteurs logiques sont les suivantes (par ordréotdiégpécroissante) :

— la négation,

— la conjonction et la disjonction (au méme niveau),

— limplication et I'équivalence (au méme niveau).

EXeEMPLE 11.10. -A A B = C doit étre interprété pa(—A) A B) = C et AV BAC n'apas de sens,
car les deux connecteurs ont méme niveau de priorité.

PROPRIETEL11.3 (ASSOCIATIVITE DES OPERATEURS/ ET A) : Les opérateury et A sont asso-
ciatifs :

- (AvB)VC=AVvV(BvC)=AvVBVC,

—(AANB)ANC=AN(BANC)=AANBAC.
Mais le parenthésage est obligatoire quanet A se trouvent dans la méme proposition, puisqu
n'y a pas de priorité entreé et A\ : (AV B)AC # AV (BAC).

REMARQUE 11.5. Limplication n’est pas associatived: = (B = C) # (A = B) = C. Donc les
parentheses sont obligatoires. Il en est de méme peir et a fortiori quand ces deux opérateurs sont
mélangés dans une méme proposition.

Exercice (corrigé€) 11.11.Quelles sont les fagons de placer des parentheses-d&ng @ A —R afin
d’obtenir I'expression correcte d’'une formule propositionnelle ? Déteemla table de vérité de chacune
des formules obtenues.

Réponses :

1)-PV(QA-R);2) (-PVQ)A—-R;3) (7(PVQ))A-R;4) ~(PV(QA—-R));5) - ((PVQ)\—R).

Tables de vérité :

N eSS <
S Sy SO
SR N =
<< <<mm <N~
< m <mme S| e
< s m | w
< <Sm<mmEY| e
< <5 <Sm<m o

(o]
&



Exercice (corrigé) 11.12.Construire les tables de vérité des formules propositionnelles suivantes :
1. - PAQ

-P=PVQ

(=P A Q)

PAQ=-Q

(P=Q)V(Q=P)

(P=-Q)Vv(Q=—P)

(PV-Q)A(-~PVQ)

P= (-P=P)

Réponse :

© N o g bbb

<~ m <=
<<<<|®

<< <m|lo

<<<<|wo

S < ST

SIS

SRR

< mE | -

MY S S| U
MmO

Exercice 11.13.Faire de méme avec
1. (PVQ)V(—-R)
V(=(QAR))
~P) = ((-Q) V R)
PV R) = (RV(=P))
P=(-Q)V(Q=R)
PV (=Q)) = ((=P)V R)
= (=R)) V(Q A (-R))
P:»Q) (@= R)= (P = R))

© N O Ok wDh
/\/\/\/\/-\/-\hu

Il Sémantique du calcul propositionnel

Dans ce qui suit, on donne un sens aux symboles représentant lesuma logiques en fonction
de la valeur de vérité des propositions de base (airsggnifie non).

1.1 Fonctions de vérité

Soit £ une formule propositionnelle, dans I'expression de laquelle interviehegrariables propo-
sitionnellesP;, P, Ps, ..., P,. A chacune de ces variables propositionnelles, on associe une variable
booléenne (généralement la méme lettre de I'alphabet, mais en minusculesprgsente la valeur de
vérité qu’elle peut prendre (faux ou vrai, Fou V, 0 ou 1).

DEFINITION 11.2 (FONCTION DE VERITE DEF)). La fonction de vérité dé&’ est la fonction booléenne
® - desn variables booléennes concernées, obtenue de la maniére suivante :

1. SiF estde laformeP, ou P est une variable propositionnelle, aldrs (p) = p.
2. SiF estde la forme-G, ouG est une formule propositionnelle, aldbs = .
3. SiF estdelaformé& Vv H, ouG etH sont des formules propositionnelles, al®is = &+ .
4. SiF estdelaform& N H, ouG etH sont des formules propositionnelles, al®ns = O - @yy.
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5. SiF estdelaformé& = H, ouG etH sont des formules propositionnelles, akbrs = ®q+® ;.

6. Si F est de la form&' < H, ou G et H sont des formules propositionnelles, aldrs =
P - Oy + O - Py

EXEmMPLE 11.14. SoitF = AV -B <= (B = ().Onaalors:
Op(a,b,c)=a+b-b+c+(a+b)-(b+c)=a-b-b-¢+b+a-c=b+a-c+a-c.

REMARQUE 11.6. Il est clair que les « tables de vérité » des connecteurs logiqueesamémes que
les tables des opérations booléennes{fauwx vrai}

— de la négation booléenne (pour la négation logique),

— de la somme booléenne (pour la disjonction logique),

— du produit booléen (pour la conjonction logique),

Ainsi, la détermination de la valeur de vérité d’'une proposition composéarsenea un simple
calcul en algébre de Boole sur la fonction de vérité de la formule propasdtilenassociée.

[1l.2 Formules propositionnelles particulieres

On verra dans cette section deux formules particuliéres : les tautologissetiegies.

I11.2.1 Tautologies

DEFINITION 11.3 (TAUTOLOGIE). Toute formule propositionnelle dont la fonction de vérité est la fonc-
tion référentielle est appeldautologie. &

Ainsi, une tautologie est une formule propositionnelle dont la fonction digévést indépendante
des valeurs de vérité associées a ses variables. Autrement dit, quebeiglevaleur de vérité des
propositions par lesquelles on remplacerait les variables propositionrelfgeposition obtenue serait
vraie.

NOTATION : La notation utilisée pour marquer une tautologie Fedft (se it : « F est une tautologie »).
EXEMPLE 11.15. SoitF' = A = A. Comme®r(a) =a+a=1,0naE F.

ExXEMPLE11.16. F=(A=C)= ((B=C)= (AVvB=20)).
D p(a,b,c) =
Pa=cl(a,c) + Ppoe(bc) + Pavp=clabc) =
Gtct+bt+ctat+btec =
ac + be+ab + ¢ =
a+b+ab+c =14c=1

Il ne faudrait pas croire, au vu de ces exemples simples, que les tausodegiaménent toutes a des
trivialités totalement inintéressantes et indignes d’'étre énoncées. Ainsiuda théorie mathématique,
tous les théoremes sont des tautologies ; la reconnaissance de ceftadropst cependant pas toujours
complétement évidente. ..

Exercice 11.17.Les formules propositionnelles suivantes sont-elles des tautologies ?
1. P= ((-P)=P)
2. }: —A=A

P=(P=P)

(P=Q)=(Q@=R)=(P=R))

F(A=0C)=(B=C)=(AvB=20))

P=(P=Q)

F(A=B)= (A= -B)=A)

No o bkow
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I11.2.2  Antilogies

DEFINITION 11.4 (ANTILOGIE). Toute formule propositionnelle dont la fonction de vérité est la fonc-
tion nulle est appeléantilogie. &

La proposition obtenue en remplacant les variables par des proposiggosun alors jamais étre
vraie.

EXEMPLE 11.18. SoitF' = A A —A. ®p(a) = a-a = 0. DoncF est bien une antilogie.

Exercice 11.19.Calculer les fonctions de vérité des formules propositionnelles suivantdgee’il
s’agit éventuellement de tautologies ou d'antilogies :

1. AN(AVB)<= A

2. ("AVB= (A= -AVB))<= (FAVB= (A= (A= B)))
3. (A=B)AN(AV(C)=BVC

4. (A= B)AN(AV(O)= (A=C)

1.3 Conséquences logiques

SoitF = {F1,..., F,} un ensemble de formules propositionnelles .

DEFINITION 11.5 (CONSEQUENCE LOGIQUE. On dit que la formule propositionnellé est unecon-

séquence logiqudes formules propositionnellds, . . . , F,, lorsque, chaque fois que les fonctions de
véritedr,, ..., o, prennent simultanément la valeur « vrai » (ou 1), il en est de méme pourddadno
de Vérité de la formel. &

NOTATION : Onnote ce résultaf:Fi,. .., F,} = A(selit: A estconséquence logiquefg,, ..., F,}).
ExeMPLE 11.20. On reconsidere I'ensemble des deux formules propositionnelles
{P.P=Q}

et on va montrer autrement qaeest conséquence logique de ces deux formules. Autrement dit, on va
remontrer que : P, P = Q} = Q.
— ®p(p) = p: prend la valeur 1 lorsqueprend la valeur 1.
— ®p_q(p,q) =D+ ¢ :prend la valeur 1 lorsque = 0 (quelle que soit la valeur dg et lorsque
p=1letqg=1.
— ®p(p) etPp_q(p, q) prennent simultanément la valeur 1 uniquement lorgguel etq = 1;
dans ce casbg(q) = ¢ = 1 aussi. Dona) est conséquence logique &, P = Q}.

Exercice 11.21.Dans chacun des cas suivants, déterminer si le premier ensemblendielésra pour
conséquence logigue la deuxieme formule :

4 {P=(QVR)} (P=Q)V(P=R)
5 {A=(PVQ),-SVA} (-PVS)=Q
5 {A= (BAC),-CVDVR,R=-B} (AAND)= -R
Exercice 11.22.Dans chacun des cas suivants, que peut-on dire d'une formule ptiopoglle :
1. quia pour conséquence logique une antilogie,
2. qui a pour conséquence logique une tautologie,
3. qui est conséquence logique d’'une antilogie,
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4. qui est conséquence logique d’'une tautologie.

Exercice 11.23.La formule propositionnellé’ étant fixée, que peut-on dire d’'une formule proposition-
nelle G qui posséde chacune des deux propriétés :

— F'V @ est une tautologie,

— F' A G estune antilogie.

[11.4 Formules équivalentes

DEFINITION 11.6 (FORMULES EQUIVALENTES). Sila formule propositionnell€ est conséquence logique
de la formule propositionnell€' et si F' est aussi conséquence logiquedealors ces deux formules
sont ditesgquivalentegque I'on notex), soit :

{F} EGet{G} E F sietseulement &' = G.

C’est cette notion de formules équivalentes qui autorise le remplacemar ekpression par une
autre (équivalente, bien sdr) dans une formule propositionnelle.

REMARQUE 11.7. On est autorisé a remplacer A par A, puisque ces formules sont équivalentes.

Exercice 11.24.Dans chacun des cas suivants, dire si les deux formules propositioniredlzites sur
la méme ligne sont équivalentes :

1 -(=P) P

2 PA(P=Q) PAQ

3 P=Q (-P)V(PAQ)

4 P=Q (-P)=(-Q)

5 PVQ ~((=P)A(=Q))

6 PAQ —((=P)V(=Q))

7 -P (=(PVQ))V(-P)AQ)
8 P=(Q=R) (P=Q) =R

9 P=(QAR) (P=Q)AN(P=R)

10 P=(QVR) (P=Q)V(P=R)

11 (P=QANQ=P) (PNQ)=(PNQ)

12 (PANQ)V(QAR)V(RAP) (PVQ)AN(QV R)AN(PVR)

Exercice (corrigé) 11.25.Soit F' une formule propositionnelle dépendant de trois varialite®, R qui
posséde deux propriétés :

— F(P,Q, R) est vraie siP, (), R sont toutes les trois vraies,

— la valeur de vérité dé’( P, @, R) change quand celle d’'une seule des trois variables change.
Construire la table de vérité dg, et déterminer une formule possible pdur

Réponse : table de vérité

P Q R|F
vV v ViV
V V F|F
V. F V|F
F VvV VI|F
V F F|V
F F V|V
F 'V F|V
F F F|F
Formule :(PAQAR)V (PA-QAN-R)V (-PAN-QAR)V (-PANQA-R)

O
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Exercice 11.26.Déterminer des formules propositionnell&sG, H dépendant des variableB Q, R
qui admettent les tables de vérité :

O

SIS B S B M B =S

SRS S S Y
SIS

<< <mm<9m<|9
S S S S Y
MmN <mh < <O
RS T IR =Y
NS <mm S <y Q
S S TS Y
MmN <mh T <O
SRR I IR =Y
<< <mm << <l

1.5 Simplification du calcul des fonctions de vérité

111.5.1 Théoréme de substitution

PROPRIETE11.4 (THEOREME DE SUBSTITUTION : Soit /' une formule propositionnelle dans
laquelle interviennent les variables propositionnelgs P, , Ps ,. .., P,. Supposons que I'on rem;
place ces variables par des formules propositionnélesGs, Gs,..., G, ; la nouvelle formule
propositionnelle obtenue est note&.

Dans ces conditions : st I, alors= F™.

PREUVE F étant une tautologie, sa fonction de vérité ne dépend pas des valewdtdades vari-
ables booléennes, qui peuvent donc étre remplacées par n’impolieefquetion booléenne. =

Attention, la réciproque n’est pas vraie. . .

EXEMPLE 11.27. SoitF = A = BetF* = P A—P = @, obtenue a partir d& en remplagant par
P A—PetBparQ. Commedp«(p,q) =p-p+q=0+¢ =1+ g =1, alorsF* est une tautologie.
Cependant dér(a, b), on ne peut pas dire gue est une tautologie.

Exemple d'utilisation de ce résultat :
EXeEmMPLE 11.28. La formule propositionnelle
FFr=(P=QAN-RV-S=T)=((P=QAN-R)V(S=T)),

est compliquée puisqu’elle contient 5 variables propositionnelle. il y a 8@rignes a calculer pour
obtenir les valeurs de la fonction de vérité. Cependant, il suffit de reraagueF™ est obtenue a partir
deF = A = A, qui est une tautologie ; doric* en est une aussi.

Ce résultat peut évidemment étre appliqué aussi a des parties de formapesiponnelles, pour
accélérer le calcul de leurs fonctions de vérité : si une partie d’'umeufier propositionnelle constitue

a elle seule une tautologie, la partie correspondante de la fonction de \@ritétpe avantageusement
remplacée par 1.

111.5.2 Théoréme de la validité
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PROPRIETEL11.5 (THEOREME DE LA VALIDITE) : Soit {G1,G3,...,Gy} un ensemble de for
mules propositionnelles éf une formule propositionnelle ; alors :

{G1,Go,...,G_1} = G, = H sietseulement §iG,Go,...,G,} = H

PREUVE Si. Supposons{G1,Ga,...,G,} = H, c'est a dire, chaque fois que les formules de
{G1,G,,...,G,} sont vraies H I'est aussi). Supposons que les formules{dg, Gs,...,G,—1}
soient vraies :

— Alors, siG,, est vraie, toutes les formules dé/1, Go, ..., G, } sont vraies, et donc, d’aprés
I'hypothése,H est vraie. Dans ce cas (voir table de vérité de I'implication logioGg)= H
est vraie.

— EtsiG, n'est pas vraie, alor§,, = H est vraie.
Seulement si.SupposondG1,Go,...,G,-1} E G, = H.En d’autres termes, chaque fois que
les formules d( G, G, ..., G,—1} sont vraies(s,, = H est vraie. Regardons & est une con-
séquence logique dg71, Go, ..., G, } en distinguant selon qu&,, est vraie ou pas.
— soit lorsqué7,, n'est pas vraie, indépendamment de la valeur de vérité dar laquelle on ne
peut alors rien dire, mais peu importe, puisque, dans ce cas, les forradlés d7o, ..., G}
ne sont pas toutes vraies, puisdkign’est pas vraie.
— soit lorsqué&s,, est vraie, et, dans ce cas, on sait ¢liest obligatoirement vraie aussi. Ceci se
produit chaque fois que toutes les formules{da, G-, ..., G, } sont vraies, et, dans ce cas,
H l'estaussi. Dond Gy, Ga,...,G,} = H. [

EXEMPLE 11.29 (EXEMPLE D’ APPLICATION). Soit a montrer que :

F(A=(B=0)= (A= B)=(A=0)).

On pourrait bien entendu déterminer la fonction de vérité de cette formuls, dapres le théoréme
précédent, la démonstration du résultat demandé est équivalente a celle de

{A=(B=0)}(A=B)=(A=0C).

Une nouvelle application de ce méme théoréme nous montre que la démonstratmmdde est
encore équivalente a celle de :

{A=(B=0),(A=B)} =(A=20C).

Et enfin a celle de :
{A= (B=C),(A= B),A} = C.

Or les fonctions de vérité ded = (B = C), (A = B), A} sont

a+b+c a=1
a+b qui valent sim. 1 quand b =1
a c=1

Ainsi C est vraie et on a terminé la démonstration.

Exercice 11.30.Trois dirigeants d'une Société (Pierre P., Marc M. et Alain A.) sont pnérgade malver-
sations financiéres ; au cours de I'enquéte, I'agent du fisc enredeirs déclarations :

— Pierre P. : “Marc est coupable et Alain est innocent”.

— Marc M. : “Si Pierre est coupable, Alain I'est aussi”.
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— Alain A. : “Je suis innocent, mais I'un au moins des deux autres estadneh
Ces trois témoignages sont-ils compatibles ?

En supposant qu'’ils sont tous les trois innocents, lequel a menti ?

En supposant que chacun dit la vérité, qui est innocent et quoeg@ble ?

w0 DR

En supposant que les innocents disent la vérité et que les coupadasnty qui est innocent et
qui est coupable ?

Exercice 11.31.Simplifier le reglement suivant :
— Les membres de la Direction Financiére doivent étre choisis parmidelx Direction Générale.
— Nul ne peut étre a la fois membre de la Direction Générale et de la Direcgohriique s'il n’est
membre de la Direction Financiére.
— Aucun membre de la Direction Technique ne peut étre membre de laibir&nanciére.

Exercice 11.32.Un inspecteur des services de santé visite un hdpital psychiatrique gahdasmenes
étranges lui ont été signalés.

Dans cet hopital, il n’y a que des malades et des médecins, mais lesmnscles autres peuvent étre
sains d’esprit ou totalement fous. L'inspecteur doit faire sortir de I'hdpéa personnes qui n’ont rien
a y faire, c’est a dire les malades sains d’esprit et les médecins totatdmen(quitte a les réintégrer
ultérieurement en tant que malades...). Il part du principe que lesopmes saines d’esprit ne disent
gue des choses vraies, alors que les personnes folles ne disentsleodes fausses.

Dans une salle, il rencontre deux personnes (appelons-les A etiBopéserver leur anonymat). A
affirme que B est fou et B affirme que A est médecin.

1. Aprés une intense réflexion, I'inspecteur fait sortir 'un des deuxtdimital. Lequel (et pourquoi ?)
2. Peut-il dire quelque chose au sujet de 'autre ?

Exercice 11.33.Le prince de Beaudiscours est dans un cruel embarras. Le voealdu manoir ou la
méchante fée Antinomie maintient prisonniere la douce princesse Vériig. doetes y donnent acces.
L'une d’elles conduit aux appartements de la princesse, mais l'autreveé sur I'antre d’'un dragon
furieux. Le prince sait seulement que I'une de ces deux portes g'targu’on énonce une proposition
vraie, et I'autre si on énonce une proposition fausse.

Comment peut-il délivrer la princesse ?

Exercice 11.34.Que dire des raisonnements suivants ?

1. Si Jean n’a pas rencontré Pierre I'autre nuit, c’est que Pierrelegneurtrier ou que Jean est
un menteur. Si Pierre n’est pas le meurtrier, alors Jean n'a pasaetré Pierre I'autre nuit et le
crime a eu lieu aprés minuit. Si le crime a eu lieu aprés minuit, alors Pierréeasteurtrier ou
Jean n’est pas un menteur. Donc Pierre est le meurtrier

2. Manger de la vache folle est dangereux pour la santé ; manger dietpaux hormones aussi,
d'ailleurs. Quand on ne mange pas de la vache folle, on mange du pawdi@mones. Notre
santé est donc en danger.

3. Sije n'étudie pas, j'ai des remords. Mais si je ne vis pas a fond mafsen j'ai aussi des remords.
Or je n'ai pas de remords. C’est donc que j'étudie tout en vivant a foadeunesse.

4. Quand Marie est Ia, c’est qu’elle accompagne Paul ou Jean. Rawient jamais en méme temps
gue son cousin Serge. Si Jean et Serge viennent tous les deuxelaurauise les accompagne. Si
Louise se pointe, Raoul ne reste pas. Hier, Raoul et Serge étaiedmisgusqu’au bout. Peut-on
en conclure que Marie n’était pas présente ?
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[11.6 Conclusion

Le calcul sur les fonctions de vérité parait tout-a-fait satisfaisantdetisgnt, lorsqu’il s'agit de
calculer des valeurs de vérité ou d’examiner des conséquences kagibast vrai qu'il est simple,
nécessite un minimum de réflexion (trés important dans le cas des ordinattge’il est trés facile a
programmer.

Mais, pour une formule propositionnelle qui comporte 10 variables pitigaselles (ce qui n'est
pas beaucoup pour les problemes que I'on cherche a programmer Hldales valeurs de la fonction
de vérité comporte!® = 1024 lignes. Celui qui opére a la main a déja démissionné. Lordinateur
démissionne un peu plus loin, certes, mais il finit aussi par avouer squaicité:

— Sur les machines modernes, il n’est plus impossible d’envisager @ étdiexécuter une « boucle
vide » qui porte sur toutes les valeurs entiéres représentables sur,3®hitsde 0 232 — 1, le
temps d’exécution est recemment devenu raisonnable.

— Il ne faut cependant pas exiger que ce temps demeure raisonnalie’llé’'agit d’exécuter un
algorithme un peu compligué. Et 32 variables constituent un nombre ridiculgraghpour un
systeme expert, dans lequel les expressions offrent souvent ongexité qui n'a aucune com-
mune mesure avec ce que I'on peut imaginer de plus compliqué. ..

Les «raccourcis » qui viennent d’étre étudiés et qui permettent é&ee, voire de supprimer to-
talement, le calcul d’une fonction de vérité, sont plus utiles lorsque I'oneopa la main » que pour la
programmation d’algorithmes de logique.

Il faut donc garder en réserve la méthode des fonctions de vérité ccglut étre trés utile dans
certains cas, essentiellement lorsque le probleme peut étre résolu « a lg mais ¥ faut aussi trouver
une autre méthode pour songer a aborder des problémes plus complexes.

Cette méthode, qui supprime toute référence aux valeurs de vérité, ligét lthu chapitre suivant.

Fin du Chapitre
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Chapitre 12

Calcul propositionnel : déductions
syntaxigues

| Présentation de la théorie de la démonstration

Il s’agit ici d’explorer les mécanismes du raisonnement humain, c’'elétedles schémas de pensée
qui nous permettent de décider d’agir d’'une certaine maniére, dansdébtenir un certain résultat.

En théorie de la démonstration, une preuve est un objet mathématique. Eléessguement représen-
tée comme une structure de donnée (liste, arbre,...). Elle est constraiigead’axiomes logiques et de
regles d’inférence. Plus formellement :

DEFINITION 12.1 (AXIOME LOGIQUE). Un axiome logiqueest une tautologie qui sert de « point de
départ » aux déductions du systéme formel. &

DEFINITION 12.2 (REGLE D'INFERENCE). Une régle d'inférenceest une régle qui, a partir de for-
mule(s)prémissesproduit une formuleonclusion &

DEFINITION 12.3 (THEOREME LOGIQUB. Un résultat obtenu par une déduction correcte ou une suite
de déductions correctes (c’est-a-dire qui utilisent explicitement lességlgérence autorisées) a par-
tir des axiomes logiques et, éventuellement, d’autres résultats du méme typéeathdifamar ailleurs
s’'appelle urthéoréme logique &

On exprime que la formul&’ est un théoréme par la notatior :F', qui se lit «F" est un théoreme ».

DEFINITION 12.4 (DEMONSTRATION). La chaine de déductions qui conduit a un théoréme logique est
appeléadémonstratiorde ce résultat. O

Il est possible d'utiliser des formules logiques supplémentaires (autesleg axiomes ou des
théorémes) et de mener un raisonnement correct a partir de ces fo(etules axiomes et des théorémes
déja connus). On parle alors démonstration sous hypotheéskEaffirmation « la formule logique? est
démontrée sous les hypotheges Gs, ..., G, » estnotéd G1,Go,...,G,} + H.

Il Axiomes logiques et regles d’'inférence du systeme formel « PR »

Il existe plusieurs systémes d’axiomes qui permettent de définir la logiqumgtionnelle. Nous
nous en tiendrons a I'ensemble des axiomes suivants, qui n’est ni minimahtradictoire.
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Axiomes relatifs a I'implication logique :
— Axiome 1:P = (Q = P)
— Axiome2:(P= Q)= ((P=(Q@=R)) = (P=R))

Axiomes relatifs a la conjonction logique :
— Axiome 3:P = (@ = PAQ)
— Axiome4:PANQ = P
— Axiome5:PAQ = Q

Axiomes relatifs a la disjonction logique :
— Axiome 6:P = PV Q
— Axiome 7:Q = PV (Q
— Axiome 8:(P=R)= ((Q=R)= (PVQ = R))

Axiomes relatifs a la négation logique :
— Axiome 9 :(=—P = P
— Axiome 10 (P = Q) = ((P = =Q) = —P)

Axiomes relatifs a I'équivalence logique :
— Axiome11:(P= Q)= (@ = P)= (P <= Q))
— Axiome 12 (P <= Q) = (P = Q)
— Axiome 13 (P <= Q) = (Q = P)
On définit la régle d'inférence dmodus ponene mode « en posant, on pose ») :

{P,P=Q}FQ

DEFINITION 12.5 (SrSTEME FORMEL« PR »). Le systéme formel composé des 13 axiomes précé-
dents et du modus ponens est nomnirRe. O

Il Démonstrations avec ou sans hypothéses

Un raisonnement logique peut étre rédigé sous forme de démonstratiod,usothéoreme, soit
d’'une conséquence de certaines hypothéses.

1.1 Démonstration d’'un théoréme
La démonstration d’'un théoréme est constituée :

1. d’'un en-téte, portant I'indication « Démonstration

2. puis d'un certain nombre de lignes, numérotées (pour pouvoir étecngfees dans la suite) ;
Chacune comporte deux champs :

(&) une formule, qui est le « résultat » de la ligne courante ;
(b) lajustification du résultat;

3. une derniere ligne, non numérotée, qui porte I'en-téte « Conclusion
Dans une ligne, on peut avancer :
— un axiome en remplacant éventuellement une variable par une formule ;

— un théoréme considéré comme connu (dont la démonstration a été vue pas)aide remplacant
éventuellement une variable par une formule ;
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— un résultat de I'application d’une régle d’inférence sur des formuwlgtesd dans les lignes précé-
dentes.

EXEMPLE 12.1 (THEOREME DE REFLEXIVITE DE LIMPLICATION). Soit P une formule proposition-
nelle. On souhaite démontrertleeoreme de réflexivité de I'implication

- (P = P).

Démonstration
(P=P=P)=(P=(P=P)=P)=(P=P)) Axiome2P = P/Q,P/R)

P= (P=P) Axiome 1 (P/Q)
(P=((P=P)=P))=(P=P) m.p. su et
P= ((P=P)=P) Axiome 1 (P = P/Q)

(P=P) m.p. su et

Conclusion - (P = P)

[11.2 Démonstration sous hypotheses

Une démonstration sous hypothéses ...

1. commence par une premiére ligne qui comporte les mots « Démonstrationshypdthéses
suivie de I'écriture de I'ensemble des hypothéses utilisées;

2. puis, comme dans une démonstration de théoréme, de lignes numératées lesquelles peu-
vent figurer les mémes éléments, auxquels il faut ajouter les hypothé@sesyrda le droit de se
servir comme s'il s’agissait de résultats établis ;

3. une ligne de conclusion qui rappelle les hypothéses.

EXEMPLE 12.2 (MODUS (TOLLENDO) TOLLENS).
L'objectif est d'obtenir{P = @, -Q} = —P qui est plus connu sous le nom « modus (tollendo)
tollens ».

Soit P et des formules propositionnelles quelconques, montrafsous les hypothésd? = @
et—-Q:

Démonstration sous les hypothégés= @, -Q}

(P=Q)= ((P=-Q)= —-P) Axiome 10

P=qQ Hypothése 1
(P=-Q)=—-P m.p. su et
-Q = (P=-Q) Axiome 1

-Q Hypothése 2

(P =-Q) m.p. su et
-P m.p. sur@ et
C

nclusion {P = Q, -Q} + —P.

BEEINENIE

o

IV  Théoreme de la déduction

Les démonstrations sont souvent considérablement simplifiées par 'utilighiichéoréme de la
déduction donné ci-apres.
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PROPRIETE12.1 (THEOREME DE LA DEDUCTION) : Ce théoréme s’énonce par :

{G1,Gq,...,Gy} F H sietseulement §iGy,Gs,...,G1} -G, = H

PREUVE La démonstration s'effectue par récurrence sur la longueur de |atigalu

Seulement si. Hypothese {G1,Ga,...,Gy,} F H. Soitp la longueur de la déduction qui amene a
H.

— Sip = 1 : une «déduction de longueur 1 » n'autorise I'écriture que d’'une seule.ligela
signifie donc que I'on peut directement écriledans celle-ci. Ce n’est possible quefsiest
un axiome ou une hypothése.

— SiH estunaxiome :

Démonstration sous les hypothégés,, G, ..., G,—1} :
H= (G,= H) Axiomel

H Axiome |
G,=H m.p.suet

Conclusion {G1,Gs,...,Gp1} G, = H
Dans ce premier cas{(G1,Go,...,G,} - H implique {G1,G>,...,Gn,—1} - G, = H
(Les hypotheses ne sont en fait pas utilisées, donc elles n’intervigpasn

— Si H est I'une des hypothesdsr,,Ga,...,Gp-1}, posonsH = G; (0 < i < n):
Démonstration sous les hypothégés,, G, ..., Gp—1} :

G; = (G, = G;) Axiomel
G Hypothése
G, = G; m.p. su et

Mrt {Gl,GQ, . ,anl} [ Gn = H

Dans ce deuxiéme ca§Gy, Ga, ..., Gy} F H implique{G1,Gs,...,G1} G, = H
(Seule I'hypothesér; a été utilisée, les autres ne sont en fait pas utilisées, elles n’intervien-
nent pas).

— SiH est I'hypothesé7,, : Alors on sait que - G,, = G,, (voir paragraphe précédent).

Dans ce troisieme cadG1, Go, ...,Gy} - H impliqgue{G1,Go,...,G-1} + G, = H.

Conclusion : la propriété est vraie pque 1.

— Hypothése de récurrence : Spitin entier tel que la propriété soit vraie pour tous les entiers
de 1 ap (récurrence généralisée) ; on suppose que la longueur de la dédgetiméne aH

est(p + 1).

— SiH estun axiome ou I'une des hypothéses, le cas se traite comme ci-dessus.

— Dans le cas contraird{ ne peut avoir été obtenu que par un « modus ponens » sur des
formulesP et P = H. Ces formules ont elles-mémes été obtenues par des déductions de
longueur inférieure ou égalegadonc on peut dire que
{G1,Gs,...,G,} - Pimplique{G1,Ga,...,G,_1} F G, = Petque
{G1,Gq,...,Gp} + P = Himplique{Gy,Gs,...,G,—1} - Gy, = (P = H).

Démonstration sous les hypothégés,, G, ..., Gp—1} :
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G, =P Résultat intermédiaire 1
G,= (P=H) Résultat intermédiaire 2
(Ghn=P)= ((Gh,=(P=H))= (G, = H)) Axiome2

(G, = (P=H))= (G, = H) m.p. su et
G,=H m.p. su4

Conclusior{G1,Go,...,Gp1} - G, = H,
et donc :{G1,Go,...,Gy} + H implique {G1,Gs,...,G,—1} b G,, = H, lorsque la
déduction est de longuepr- 1.

Si. Réciproquement, supposofi§y,Gs,...,Gy-1} F (G, = H). Alors,
Démonstration sous les hypothégés,, Go, ..., G, }
G, = H Résultat obtenu sous les hyjt71, Go, ..., Gpr_1}
G Hypothésen
H m.p. su et
Conclusion{G1,Ga,...,G,} - H
Donc :{G1,Ga,...,Gn_1} F G, = H entraine{G1,Ga,...,G,} F H. ]

EXeEMPLE 12.3. On cherche a montrertleéoréme d’échange des prémisses
F(P=(Q=R)=(Q=(P=R))
La démonstration de ce théoréme équivaut a la démonstration sous hgsothés
{P=(@Q=R)}HF(Q=(P=R)),
éguivalente a la démonstration sous hypothéses
{P=(Q=R),Q}+ (P =R),
elle-méme équivalente a la démonstration sous hypothéses
{P=(Q=R),Q,P}FR

qui est obtenu comme suit :
Démonstration sous les hypothégés=- (Q = R),Q, P}

I P Hypothése
z P = (Q = R) Hypothése
ﬂ Q=R m.p. su et

: Q Hypothése

4
5/ R m.p. su et
n

Conclusior{ P = (Q = R),Q,P} F R.

REMARQUE 12.1. Cette méthode est beaucoup plus rapide que celle qui consistesadyger de dé-
montrer ce théoreme a partir des axiomes et de la regle d’inférence.

REMARQUE 12.2. Lutilisation principale du théoréme de la déduction consiste a rempé&démon-
stration d’implication par des déductions sous hypothéses.
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V Quelques théorémes classiques et quelques regles d’inféreremnexes

Au théoréme de réflexivité de I'implicatiot-( P = P) et au théoréme d’échange des prémisses

F(P=(Q=R))=(Q= (P= R)))on ajoute ceux qui suivent.

PROPRIETE12.2 (THEOREME DE TRANSITIVITE DE LIMPLICATION) : Soit P et ) deux for-
mules propositionnelles quelconques.

F(P=Q) = ((Q=R)=(P=R))

Exercice 12.4. Effectuer la démonstration du théoreme.

DEFINITION 12.6 (CGONTRAPOSER. Limplication —() = —P est appeléeontraposéale I'implica-
tion P = Q. %

PROPRIETE12.3 (THEOREME DE LA CONTRAPOSEE: Soit P et () deux formules proposition-
nelles quelconques.
F(P=Q)=(-Q=—P)

Exercice 12.5. Effectuer la démonstration du théoreme.

PROPRIETE12.4 (THEOREME DE LA CONTRADICTION) : Soit P et() deux formules proposition-
nelles quelconques.
F-P=(P=Q)

Intuitivement, cela signifie que siP et P sont établies, alors on peut en déduire n'importe g@i (

Exercice 12.6. Effectuer la démonstration.

On introduit une régle permettant de s'abstraire de I'application de deuxsmhens sur I'axiome
8. En effet, considérons I'axiome 8 :

F(P=R =(Q=R)=(PVQ=R))
En appliguant deux fois de suite le théoreme de la déduction, il est éqiigdie déduction :
{P=R,Q=R}+ PVQ=R

gue I'on peut utiliser sous cette forme comme régle d’'inférence annexes!aigellerégle de disjonc-
tion des cas

PROPRIETE12.5 (REGLE DE DISJONCTION DES CA¥: Ona

{P=R,Q=R} - PVQ=R
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Pour finir, en appliquant deux fois de suite le théoreme de la déductioni@niaxLo :
H(P=Q)=((P=-Q)=—P)
il est équivalent a la déduction

{P=Q,P=-Q}+ P

gue I'on peut utiliser sous cette forme comme régle d’inférence annexes!agleelleregle de réduction
a l'absurde

PROPRIETE12.6 (REGLE DE REDUCTION A LABSURDE) : Ona

{P=Q,P=-Q}F =P

Exercice 12.7 (Démonstrations avec ou sans hypothéseB)émontrer les théorémes logiques suivants
(seuls les axiomes, régles d'inférence, régles d’inférence annetf@seemes du cours sont autorisés).

1. -F(P=(Q@=R))<~— (PNQ=R)
2.H(P=Q) <= (-Q = —P)

3. F P<—= ——P

4. FPAN(QVR)<— (PANQ)V(PAR)

5. PV(QAR) <= (PVQ)A(PVR)

6. {PVR,P=Q,R<= S}FQVS
7.{PAN-S,QV-R,S=R}-(P=Q)V(R=1S)

VI Théoremes de complétude du calcul propositionnel

On a jusgqu’a maintenant deux points de vue :

1. Lathéorie des valeurs de vérité, avec ses
— tables de vérités,
— fonctions de vérités,
— tautologie, conséquence, hypothese.

2. Lathéorie de la démonstration, avec ses
— axiomes,
— régles d'inférence,
— démonstrations (ou démonstrations sous hypothéses).

On peut se demander si les résultats obtenus dans chacune des deigs $ent identiques : une
formule propositionnelle est-elle démontrable si et seulement si elle estutn®tape ?

Un sens est immédiat, c’'est le « seulement si » : toute proposition démorgrde fun axiome
ou de I'application d’une régle sur des propositions déja démontréese@rgeilement de vérifier que
les axiomes fournissent des tautologies et que les régles conserveaitl@egies. Toute proposition
démontrée est donc une tautologie. On dit que le systéme déductif RRrestt L'autre sens la dé-
monstration qui consiste a vérifier que toute tautologie admet une démonstat®RE est un peu plus
complexe et admise. Pour ce sens on dit que PRaesplet

On retiendra les théorémes suivants (abusivement nommés théorémespii&tiede).
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PROPRIETE12.7 (THEOREME DE COMPLETUDSH : toutthéoréme est une tautologie et réciproque-
ment, soit :
+ F' si et seulement s F

PROPRIETE12.8 (THEOREME DE COMPLETUDE GENERALISE: Ona

{P1,P,,...,P,} - QsietseulementiP, Ps,...,P,} = Q

Fin du Chapitre
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Chapitre 13

Calcul des preédicats

| Introduction

[.1 Introduction aux « prédicats »

En logique des propositions, « Pierre est le pére de Marc » ne compotte eonnecteur logique :
elle ne peut se formaliser que par une variable propositionnelleLa proposition « Jean est le pére
de Sylvie » ne peut étre formalisée en logique des propositions que paatiakble propositionnelle,
B. Apres la formalisation, on se retrouve avec deux variables propogitiesnl et B, sans lien aucun
entre elles, alors qu’il est évident que ces deux propositions évbgoenéme lien de parenté entre des
individus différents. Il apparait primordial de créer un langage gunettrait de décrire des propriétés
accordées a des individus.

[.2 Introduction a I'« univers du discours »

La valeur de I'expression x« possede une racine carrée » dépend dede l'universdans lequel on
fait évoluerz. Cette expression est

— toujours vraie si l'univers du discours est I'ensemble des réels asitif

— toujours fausse si I'univers du discours est I'ensemble des réetesient négatifs ;

— vraie pour certaines valeurs si I'univers du discours est I'enseddslentiers naturels.

[.3 Introduction a la « quantification »

Considérons les propositions « tous les étudiants sont sérieux » etinséttaliants sont sérieux ».

La propriété évoquée (« étre sérieux ») est accordée, par cessfifops, non pas seulement a un
individu bien précis, mais a certains individus, considérés dans leandahs, ou a toute une catégorie
d’individus. Ce troisieme exemple suggére la notiomgdantificationd’une variable (tous les..., cer-
tains...).

Il Définitions
.1 Termes
Le calcul des prédicats fait intervenir des variables, qui prennentaleurs dans un certain ensemble
appelé univers du discours qui par la suite sera souventhoté
DEFINITION 13.1 (SYrMBOLE FONCTIONNEL). Soitf une fonction dé/; x U x ... x U, dansU’. Le

symbole fonctionnef est dit daritén et on notef,,. O
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Lorsque I'expressiorf(z1,...,z,) ne dépend pas de, .. ., z,,, on peut la remplacer par une con-
stantec de l'univers.

DEFINITION 13.2 (TERME). Un termeest défini de maniére récursive par :
— une variable,
— une constante,
— l'expressionf (t1,ta, ..., ty) Sit1, ta, ..., t, SONt des termes gtun symbole fonctionnel d’arité

n ¢

1.2 Prédicats et atomes

On cherche a formaliser les relations qui peuvent lier des individus de/¢ts du discours. Par
exemple, « 22 est le double de 11 », « 46 est le double de 45 » sont gesitions qui évoquent la
relation « étre le double de » entre deux constantes a chaque fois.

DEFINITION 13.3 (SMBOLE PREDICATIF). Soitp une fonction dé/; xUs x. . . xU,, dans{vrai, faux}.
Le symbole prédicatip d’aritén (notéep,,) est aussi nommprédicatp. &

DEFINITION 13.4 (AroME). Un atome est de la formg(t,, ...,t,), oup est un symbole de prédicat
daritén ettq,...,t, sont des termes. O

Il Quantificateurs

[11.1 Quantificateur universel

Considérons la proposition « Tous les étudiants travaillent les mathématiqoes Bamalyser du
point de vue du calcul des prédicats. On peut exprimer ceci a I'aidetedicat binaire qui peut étre
formalisé patravaille(x, y), et qui signifie qu’un individu: travaille une certaine matiége

La notation utilisée pour cette quantification estxqui représente un A a I'envers (paait). Ainsi
on représente la proposition ci dessus par

Vz . travaille(z, maths.

DEFINITION 13.5 (QUANTIFICATEUR UNIVERSEL). YV estun symbole de quantificateur, appelgdan-
tificateur universelOn dit alors qu&'x est le quantificateur universel de la variable &

REMARQUE 13.1. La présence du symbole de quantification est indispensableqmerdiu sens aux
formules avec variables.
— Vz . travaille(x, mathg est une proposition. La variableest diteliée au quatificateuy/;
— travaille(xz, mathg n’est pas une proposition : on ne peut pas lui attribuer une valeurrdé.ué
est nécessaire de substitugpar un terme distinguant un individu pour que cela le devienne (c.-a-
d.travaille(Jean, mathg ou bientravaille(fils(Pierre), mathg). Dans cette expression, la variable
x est ditelibre.

Exercice 13.1. Pour chacune des formulessuivantes, préciser 'ensemble Var) des variables de A,
'ensemble VarliegsA) des occurences liées de Vdr), I'ensemble VarlibregA) des occurences libres
de Var(A).

1. A= P(f(z,y)) VVz.Q(a,z2)

2. A= (Vx.P(x,y,2)) vV (Vz2.Q(2) = R(2))

3. A=Vr.(Vy. P(z,y) = Vz.Q(x,y, 2))
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[11.2 Quantificateur existentiel

Dans la proposition « Tous les étudiants travaillent au moins une matiere »jéntdevméme prédi-
cat binairetravaille(z, y) ; on remarque qu’aucun étudiant n’est explicitement nommeé, pas plus que la
matiére qu'il travaille. Si le « Tous » induit une quantification universelle, & «noins une matiéere »
signifie gu'il existe une matiére travaillée par cet étudiant. Il suffit alonstduire le quantificateur
existentiel, représenté par un E (premiére lettr&xist9 retourné ).

Cet exemple se traduit alors par

V. Jy. travaille(z,y)

ou la variabler est liée par le quantificateur universét et la variabley est liée par le quantificateur
existentiey.

Exercice 13.2. Formalisez les affirmations suivantes, en utilisant uniguement les ptédichqués, les
connecteurs logiques et les quantificateurs.
1. Personne n’'est parfaip(z) représente que est parfait).

2. 0 est multiple de chaque nombre entief() et m(x,y) signifient respectivement queest un
entier et quer est un multiple de).

3. les absents n'ont pas tous tott({) ett(x) signifient respectivement queest absent et que a
tort).

Exercice 13.3.Soit les prédicats cufé) (x est un curé), vélg)) (y est un vélo) et possede y) (=
posséde)).
Traduisez en langage courant les formules quantifiées suivantes :

1. Va .vélo(z) = (= .curéz) A possedez, x)).
2. Vx .cur§z) = (Yy, z. (veloy) Avelo(z) Ay # z) = (—posséder, y) V —possedér, z)))
3. Jx.curgz) A (Vy . véloy) = —posseder, y)).

[11.3 Alternance de quantificateurs
Attention :il est interdit d’intervertir des quantificateurs de symboles différents

EXEMPLE 13.4.

— V. 3Jy . travaille(z, y) signifie que tout étudiant travaille une matiére (au moins). Autrement dit,
la matiére travaillée dépend de cet étudiant, elle n'est éventuellement pas lapoérnteus les
étudiants.

— La formuledy . Vx . travaille(z, y) signifie qu’il y a une matiére que tous les étudiants travail-
lent. La différence fondamentale avec le cas précédent est quesattamderniére affirmation, on
affirme que tous les étudiants travaillent la méme matiére.

Exercice 13.5. Dans cet exercice, nous considérons gu’aimer est une relation biiaim nécessaire-
ment symétrique). On note aifaey) si la personner aime la personng.

1. Représentez, a l'aide de propositions logiques, les phrases sigvante
(a) Quelqu’un aime Valentine.
(b) Personne n'aime Quentin.
(c) Toute personne aime quelgu’un.
(d) Quelqu’un est aimé de tous.
(e) Toute personne s’aime.
(f) I’y a personne qui ne s’aime pas lui-méme.
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2. Les deux propositions suivantes sont-elles équivalentes ?
(3 . aimgz, caroline)) A (3z . aimgcaroline z))

et
Jz . aimgz, caroline) A aimgcaroline, )

Exercice 13.6. Formaliser les propositions suivantes dans le calcul des prédicats.
1. « Il existe une planéte plus petite que toutes les autres ; »

«1l'y a une planéte plus grande que tout objet du systéme solaire ; »

« Toute planéte a une planeéte plus proche du soleil qu’elle ; »

« Certaines planétes sont plus petites que Neptune, d’autres pas; »

a bk b

« Il n'y a pas de planéete qui soit plus grande qu’une autre tout entgilus proche du soleil
gu'elle; »

o

« Tout ce qui tourne autours de la Terre est plus petit que toutes Iastpks; »

7. «Certaines planétes sont plus grosses que Neptune, mais au@sielo’s €loignée du soleil
gu’elle; »

8. «Certaines planétes sont plus grosses que Neptune tout en étaélgifuses du soleil qu’elle. »

[1l.4 Portée d'un quantificateur

DEFINITION 13.6 (PORTEE D UN QUANTIFICATEUR). La portée d’'un quantificatewfans une formule
du calcul des prédicats est la partie de cette formule couverte par céfigateur. &

Par convention, dans I'écriture d’une formule, un quantificateur égtifaire sur tout connecteur
logique. Sa portée est donc généralement clairement délimitée par unel@gezenthéses, avant le
guantificateur jusqu’apres la formule elle-méme.

Exercice 13.7.Dans cet exercicg;, signifie que le symbolé (propositionnel ou prédicatif) est d’arité
n. On considére un langage = { f1, g1, he, R1, S2, T, =2} et les expressions suivantes :

=1 : 3z ((Vy.(3z. R(2)))) V Fy . (=(Vz. (S(h(z, 2),7)))))

— 2 (Vo . (T(f(x),y)) = (. (f(z,9)))))

— 3 (V2. T(z,y) = (Jy. ((Va' . =(f(z) = y))) VI(y,2)))

—a: (Vo (Fy. ((9(y) = =)V (=T(y,9))))) = Fy. (V. (T(y, 9(x)))))

1. Parmi ces expressions, lesquelles sont des formulés?de

2. Pour celles qui sont des formules, supprimer les parenthéses inutiles

3. Déterminer les occurrences liées des variables dans les formules.

Exercice 13.8.Classer les huit propositions suivantes dans les deux premieres celiiiomes du tableau
ci-dessous de maniére a ce que les relations annoncées soient gérifiée
Compléter le tableau avec les formules correspondantes.

Dans cette assemblée, tout le monde parle I'anglais et le francais.

Dans cette assemblée, tout le monde parle I'anglais ou le frangais.

Dans cette assemblée, tout le monde parle I'anglais et tout le montiel@dancais.

Dans cette assemblée, tout le monde parle I'anglais ou tout le montelpérancais.

Un accompagnateur au moins parlera le russe et un accompagraienoins parlera le chinaois.

I A

Un accompagnateur au moins parlera le russe ou un accompagraaienoins parlera le chinois.
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7. Un accompagnateur au moins parlera le russe et le chinois.
8. Un accompagnateur au moins parlera le russe ou le chinois.

= Vz.P(z)...Q(z) ~ | Vz.P(z)...Vy.Q(y)
<~

= 7

£

= ~

<~

= %

£

[11.5 Formules du calcul des prédicats

DEFINITION 13.7 (FORMULE). La définition d’'uneformuleest :

— un atome est une formule,

— SiP estune formule, s)) est un symbole de quantificateur et sst un symbole de variable, alors
Qx . P est une formule,

— SiP estune formule, alors(P) est une formule,

— SiP et@ sont des formules, alo( Vv Q), (P AN Q), (P = Q), (P <= Q) sont des formules,

— il n’existe pas d’autres maniéres de construire une formule qu’en applides régles précédentes
un nombre fini de fois. &

Exercice 13.9.0n considére un ensemble d’'objets de différentes couleurs. Chaoa@s dbjet porte un
numéro et possede une forme géométrique particuliere (cube, gptigmee). En utilisant les prédicats
pair(x), cubdzx), vertx). .., formalisez les phrase suivantes en logique des prédicats

1. Siun objet est sphérique, alors cet objet n’est pas vert ou porteuméro impair.
2. S'il existe un objet vert sphérique, alors il existe un objet vert para numéro impair.
3. Sitout objet vert porte un numéro impair, alors aucun objet splhiérigest vert.

IV Sémantique

IV.1 Valeurs de vérité

Le calcul des prédicats utilise, comme le calcul propositionnel, les conmgdbgigues, et produit
des propositions. Il est possible d’étendre la notion de « valeur de wéitécalcul des prédicats. Mais
I'étude de la valeur de vérité d’une formule du calcul des prédicats astbap plus compliquée.

1. Une expression typique (une forme propositionnelle) du calcul gitponel estP = Q. Les
«atomes » sontici des variables propositionnelles qui peuvent étre graplpar n’'importe quelle
proposition. Quelle que soit cette proposition, sa valeur de vérité ne peutjdée «rai» ou
«faux». Cela permet de lui associer une simple variable booléenne, sa valeéritde pour
obtenir simplement la fonction de véripé+ q.

2. Une expression analogue (une formule) du calcul des prédicatajpé@revze . p(x, y) = q(z, 2).
Les atomes sont ici des prédicats binaires qui, eux aussi, ne peusadt@gue les valeursxai »
ou «faux», mais pas indépendamment des individus considérés.
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Il n'est donc pas possible de remplacer un atome par une simple variatikeboe. Seule une
fonction booléenne (de variables non booléennes) peut convenir,f@ice intervenir les valeurs des
variables qui sont les arguments du prédicat.

— si fy(x, y) est la fonction booléenne associée au prédicaty)

— si f,(x, z) est celle qui est associégér, z),
alors la fonction de vérité de la formule est,(z, y) + f4(z, 2).

Attention, z, y et z ne sont pas ici des variables booléennes, mais elles prennent leuns\ddes
I'univers du discours. Il n’est donc pas question de « calculer avget z comme en algébre de Boole ».

Le seul moyen, en général, pour étudier une telle fonction de vérité esndeuire le tableau de ses
valeurs, en donnant:#, y et z successivement toutes les valeurs possibles dans l'univers dumigsbu
celui-ci est infini, on imagine aisément les problémes qui vont se poker. . .

Les définitions de tautologie et de conséquence logique s’adaptent carntme s

DEFINITION 13.8 (TAUTOLOGIE, CONSEQUENCE LOGIQUEEQUIVALENCE). SiP et() sont des for-
mules du calcul des prédicats
— | P [P est une tautologie] si et seulement si, pour tous les univers du disgosséles, pour
tous les prédicats qui interviennent ddnset pour toutes les valeurs des variables dans chacun
des univers, la valeur de vérité feest «vrai ».
— {P} | Q [Q est conséquence logique &g si et seulement si, dans les mémes conditions que
ci-dessus, chaque fois qiifeest vraie() I'est aussi.
— P =~ Q [les formulesP et() sont équivalentes] si et seulemen{ Bi} = Q et{Q} = P.

Il reste a donner la définition de la fonction de vérité pour les nouveanntbshes introduits (les

quantificateurs). ..

— la valeur de vérité d&z . p(z) est obtenue en faisant la liste des valeurs de véritgdg pour
toutes les valeurs possiblesddans 'univers du discours : si, pour toute valeurléa valeur de
vérité dep(z) estvrai, alors la valeur de vérité dér . p(z) estvrai. S'il y a une seule valeur de
pour laquelle la valeur de vérité gx) estfaux alors la valeur de vérité dér . p(x) estfaux

— la valeur de vérité déz . p(z) est obtenue en faisant la liste des valeurs de vérij eejusqu’a
ce qu’on trouvevrai. Si on trouvevrai, la valeur de vérité delx . p(z) estvrai. Si, pour tout
élémentr de 'univers du discours, la valeur de véritéte) estfaux alors celle délz . p(z) est
faux

Bien entendu, dans certains cas, il n'est pas nécessaire d'étaddivefment la table de vérité d’une

formule du calcul des prédicats pour prouver gu'il s’agit d'une tagfieloPar exemple, il est bien clair
que, pour un atomg(x,y, z), on a:= (VYx,y, z.p(x,y,2)) = (Vz,y, 2. p(z,y, 2)).
Donnons enfin deux exemples pour lesquels la construction d’une tabéeiteen’est pas nécessaire :

Exercice 13.10.Montrer que= (Va . p(z,x)) = (Vz. (Jy.p(z,v))).

IV.2 Simplification de formules quantifiées

De la définition de la valeur de vérité d’'une formule quantifiée, on peuticidu

—(3z.p(z)) ~ (Vo.-p(x))
~(Vo.p(x)) ~ (Fz.-p(x))
Exercice 13.11.Ecrire la négation des formules suivantes
1. Vo .p(z) = q(z)
2. Jz.p(x) A q(x)
3. Vz.p(x) < q(x)
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4. Jx. (Vy.q(z,y) = (p(z,y) Vr(z,vy)))

Exercice 13.12.Ecrire la négation des formules suivantes
1. Vo . (Jy.p(z,y) Aqz,y))
2. V. (3y.plx,y)) = q(x)
3. V. (Jy.p(x,y)) = (Vz.q(z))
4. Vz.r(x)= Jy.p(z,y))

Voici d’autres résultats d’équivalences entre formules permettanddéreda portée de quantificateurs.

PROPRIETE13.1 (REDUCTION DE PORTEE DE QUANTIFICATEUR}¥: Soitp etq des prédicats un-
aires. Alors on a les deux équivalences suivantes :

(Vz.p(x) Ag(z)) =~ (Vo.p(z)) A (Vy.q(y)) (13.1)
(Fz.p(x)Va(z)) ~ (Fz.p(z))V (Fy.qy)) (13.2)

PREUVE

Preuve de (3.1). Si, pour toute valeur de, p(z) et ¢(x) sont simultanément vrais, alors, pour
toute valeur dex, p(x) est vrai, et, pour toute valeur dg ¢(y) est vrai. Réciproquement, si, pour
toute valeur der, p(x) est vrai, et, si, pour toute valeur geq(y) est aussi vrai, il est bien évident
que, pour toute valeur de p(z) etq(z) sont simultanément vrais.

Preuve de (13.2. S'il existe une valeur de pour laquelle 'une au moins des deux propriéi€s)
ou ¢(z) est vraie, il est bien clair qu'il existe une valeurd@our laquellep(z) est vraie ou qu’il en
existe une pour laquellgy) est vraie ; la réciprogue est aussi évidente. [

Exercice 13.13.Trouver
1. un exemple ouz . p(x) V g(x) est vraie sans que&vz . p(x)) V (Vz . ¢(x)) ne le soit;
2. un exemple o(Hz . p(z)) A (3z . q(x)) est vraie sans quéx . p(x) A ¢(z) ne le soit.

Exercice 13.14.Pour chacune des formules suivantes,
— dire si c’est une négation, une conjonction, une disjonction, une intjgitaune quantification
(universelle ou existentielle) ;
— donner la portée des quatificateurs ;
— donner les occurences libres des variables.

dx . A(z,y) A B(x)

Jr. (Jy. A(x,y) = B(x))
—(3x.3y.A(z,y) = B(x))
Vr.-(3y. Az, y))

. dx. A(z,y) A B(x)

. dx. A(z,z) A Jy. B(y)

oG p wN R
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IV.3 Substitutions

Sit est un terme ep est une formule pouvant contenir la variablealorsy(t/x) est le résultat du
remplacement de toutes les occurrences libres plr¢ dansy.

Le résultat du remplacementt/x) est une formule qui est une conséquence logique de la formule
originale ¢ si aucune des variables libre d@e devient liée suite & ce remplacement. Pour éviter que
de telles variables libres deviennent liées il suffit de changer le nomatebles liées de en des
noms frais (qui n'apparaissent pas dans les variables libr&s ldeubli de cette condition est une cause
fréquente d’erreurs de raisonnement.

A titre d’exemple, on considére la formuledéfinie patvy . y < x sur l'universid.

— Sit estun terme sans la variable libyealorsp(t/x) signifie juste que est I'élément maximal.

— Al'opposé, sit esty, la formulep(y/x) estvy .y < y qui ne dit plus que est maximal.

Exercice 13.15.Soit le langage={q, f2, R2, 51}, les termes,; et les formulesp; suivantes.
-t = f(xv y)
—t2= f(av y)
—t3=a
ts = f(z, f(z,2))
o1 : Rz, y) = Vy.S(y)
¢2: (Vy.R(y,a)) = (Jy. R(z,y))
w3 : (Vo.3z. R(x,2)) A (3x.Vy. R(y, z))
Déterminer sit; est substituable a dansy; et calculer, le cas échéanp;(t;/x) pourl < i < 4 et
1 < j < 3. Dans le cas ou; n'est pas substituable, renommer les variables qui le composent ou les
variables de la formule afin qu’il le soit.

Exercice 13.16.Quelle est la valeur de vérité des formules
—p1=3dx,y,z.xFYNy#zNz#x
—p1=Va,y,z,t.c FyVaoe#zVerEtVy#zVy£tVz#£t
pour les univers suivants

—Z/ﬁ:{O};
—UQZ{O,l};
— Uy ={0,1,3}.

Exercice 13.17.Dans le langage = { R2, =2}, on consideére les formules suivantes :

'y = Vz.3y.R(z,y)
'y = Vo.(My.(3z.R(x,2) N R(z,y)) = R(z,y))
'y = Va,y.(3z.-R(z,z) N\=R(z,y))Vax =y

Déterminer la valeur de vérité de ces formules dans les interprétationsrgas/a
— U; = NetR(x,y) estvraie si et seulementsi< y. Le prédicat= a I'interprétation standard.
— Uy = N\ {0} et R(x,y) est vraie si et seulement si # y etz divisey. Le prédicat= a
I'interprétation standard.

Fin du Chapitre
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Chapitre 14

Méthode de résolution

Que ce soit dans le cas dans le cas propositionnel (comme montré a lg 8eaans le cas du
calcul des prédicats (cf Selil) la méthode deésolution de Robinsomst un algorithme simple de
démonstration automatique.

Sa principale différence avec les systemes déductifs des chapitrésl@nés se situe dans le sens
de la preuve : tandis que ces deux derniers exploitent le modus poreffecaient ainsi une preuve en
arriere la résolution va engendrer de nouveaux lemmes jusqu’a satwstmr ctionne donc en avant.

On commencera par voir son application tout d’abord a la logique propasiierpour s'intéresser
ensuite a son intégration dans le calcul des prédicats.

| Cas propositionnel

.1 Clauses propositionnelles

DEFINITION 14.1 (FORME CLAUSALE PROPOSITIONNELLE. Uneclause propositionnellest une dis-
jonction de variables propositionnelles éventuellement niées. Une fornagegitionnelle est eforme
clausale(CNF) si elle est exprimée comme une conjonction de clauses. On la neferétassiquement
comme un ensemble de clauses. &

Une clause propositionnelle est donc de la fouing B v —=C' V . ... Pour parvenir a cette forme on
utilise successivement les regles de réécriture :

1. réduire les connecteurs : on ne conserve/xug et :
A= B ~ -AVB

A<= B ~ (mAAN-B)V(AAB)
2. distribuer récursivement chaque OU sur un ET :

(ANB)VC ~ (AVC)AN(BVQO)
3. réécrire les conjonctions de clauses comme un ensemble de clauses :
{C; = BVD,

Cy = AvCV-D}.

Enfin, la clause vide (sans littéraux) est représentée.ile est insatisfaisable dans toute interpré-
tation.

(BVD)A(AVCV-D)

Exercice 14.1. Mettre chacune des formules propositionnelles suivantes sous la forme CNF
1. P=Q
2. (PVQ)=R
3. (PAQ)V(RAS)
4. (P=Q)N(Q= R)AN(—R)
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[.2 Reésolvantes d’une paire de clauses

Deux clause€’; etCs forment unepaire résolubles’il existe un et un seul littéraltel quet appartient
aC; et—t appartient 8. Dans ce cas, on appeliésolvantede C et Cs la clause notéeesC, C5)
obtenue en prenant la réunion des littérauxCdest C';, moins cette paire opposée.

Exercice (corrigé) 14.2. Soit quatre clausess:, Co, C3,C4 définies a I'aide de variables proposition-
nellesP, Q, Rets :

Ci = PV-QV-R

Cy = —=PVS
Cs = —Q
cy, = Pv-=S

Quelles paires de clauses sont résolubles et dans ce cas, quelle éstleante ?
Réponse : La seule paire résoluble &St, C5) et sa résolvante est r6S;, Cy) = -Q V RV S.

Exercice 14.3. Pour chacun des ensembles de clauses trouvées a I'exértitelire quelles paires sont
résolubles et donner la résolvante le cas échéant.

.3 Résolution d’'un ensemble de clauses

A partir d'un ensemble de clauses, on appedisolutionI’ensemble obtenu en appliquant la seule
regle qui, a partir de toute paire résolulfte,, C>) engendre la résolvantes(C;, C). On peut alors
appliquer cette méthode a la démonstration d’'une formule d’apres le théeandraets

PROPRIETE14.1 (DEDUCTION SYNTAXIQUE PAR RESOLUTION : SoitI’ un ensemble de clauses
etC une clause, alors
— I' est contradictoire si et seulement si la clause vidppartient a la résolution de
— I' - C si et seulement 4 U CNF(C') est contradictoire.

Exercice (corrigé) 14.4.Montrer que

{ Ci= aVbVe,
Cy= —aVbVe,
C3= -bVe e

Réponse : on nommg&, la clause—c; on cherche a démontrer que la résolution f€;, Cs, Cs, C4}
contient la clause vide.

— C; etC; sont résolubles, soit’s; = Re3C;,Cy) =b Ve

— (3 etC5 sont résolubles, soit's = RegCs,C5) = c.

— Cy etCq sont résolubles, soit; = RegCs, C5) =00
On a donc bien le résultat souhaité.

Exercice 14.5.
1. Montrer que I'ensemble des clauses engendrées par la formulenseiiest contradictoire

(A= B)A(mA=BVCO)AN(-C=-B)AN((BANC)=-A)AN(C = A)
2. Démontrer la déduction suivante :

{AVBV-D,-AvCV-D,-B,D}-C
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Exercice 14.6 (Les Pures et les Pire$[nu9q). L'ile de Puro Pira est peuplée deursqui disent tou-
jours la vérité et de d@iresqui ne disent que des mensonges.

1. Débarqué sur I'ile, I'antropologue Abercrombie rencontre trois irligs Arthur, Bernard et Charles.
Abercrombie demande d’'abord a Arthur : « Est-ce que Bernard etrlél sont tous les deux des
Purs ? », et Arthur lui répondit :« Oui ». Alors Abercrombie lui derdarencore : « Est-ce que
Bernard est un Pur? »; la réponse d’Arthur fur « Non ». A l'aide de lamée de résolution de
Robinson, déduire dans quel groupe appartient chacun des troisandg

2. Abercrombie rencontre ensuite deux autres individus Armand é&taBdr Armand déclare d’une
part « 'un de nous deux au moins est un pire » et d’'autre part « 'umdes deux au plus est
un pire ». A l'aide de la méthode de résolution de Robinson, déduire deigyepupe appartient
Armand et Bertrand.

Il Formes normales en logique des prédicats

Pour pouvoir appliquer la méthode de résolution dans la logique des peéitliest nécessaire d'ex-
primer ces formules sous la forme clausale qui est une version étenthutodme clausale proposition-
nelle.

Cette section présente la mise en forme prénexe,|Bkcla mise en forme de Skolem, Sék2 et
la mise en forme clausale, Sek3.

1.1 Forme prénexe

DEFINITION 14.2 (FORME PRENEXB. Une formuleG est en forme prénexe si tous ses quantificateurs
(V et3) apparaissent en téte, a gauche, dans cette formule. Elle est ainsiuReé@)f v, . Qoxs . ... Qnxy, . B,
ou B est une formule sans quantificateurs. &

La méthode a suivre est la suivante :
— Reéduire les connecteurs : on ne conserve/que, — :

A= B ~ -AVB
A<~ B ~ ("AAN-B)V(AAB)

— Renommer les variables liées, de maniére a ce que toute variable liée ne Eguitspule fois,
et qu’aucune variable liée ne présente d’occurrence libre, d’#gségalités suivantes :

Vo.A(x) ~ VYy.A(y)
dz. A(z) ~ Fy.A(y)

— Faire « remonter » les quantificateurs en téte, par les réécriturestssivan

——A ~ A
-(Vz.A(x)) ~ 3Jx.-A(x)
—(3x. A(z)) ~ Vo.-A(z)

et, siz n’est pas variable libre dé&

CVVz.A(x) ~ Vz.(CVAx))
CVvdr.A(x) ~ Jz.(CVA)
CAVz.A(x) ~ Vz.(CAA(x))
CAFz.Alx) ~ FJz.(CAA)



Exercice 14.7. Mettre sous la forme prénexe les formules suivantes
1. (3z.p(z)) = (Vo.p(x))

(=3z.p(z) VVzq(x)) A (r = Vo.s(x))

—((mexistsx .p(x) VVz.q(z)) A (r=Vz.s(x))

a(((Ve.p(2) A (Vy.p(y) = a(y))) = (V2. q(2)))

a bk b

Exercice 14.8.0n considére les propositions suivantes :
P, Tout crime a un auteur
P, Seuls les gens malhonnétes commettent des crimes
P; Onn'arréte que les gens malhonnétes
P, Les gens malhonnétes arrétés ne commettent pas de crimes
P5; Des crimes se produisent
On voudrait en déduire :
@ Iy ades gens malhonnétes en liberté
Sans anticiper sur les méthodes de résolution, on va ajouter aux propasitioa P la proposition
P6 ~ —\Q
Pour cela, on considére les prédicats
— ar(z) : la personner est arrétée ;
— mal(x) : la personner est malhonnéte ;
— couz,y) : la personner commet I'actiony ;
— cr(y) : l'action y est un crime.
Traduisez chacune des propositions ci dessus en logique des piséetiearivez chaque formule sous
la forme prenexe.

1.2 Forme de Skolem

DEFINITION 14.3 (FORME DE SKOLEM). Une formule est sous forme normale de Skolem si sa forme
prénexe contient uniquement des quantificateurs universels. O

La démarche qui consiste a supprimer les quantifications existentielles denka foénexe est ap-
peléeskolémisatioret est définie comme suit :

— Soitdz; un quantificateur existentiel qui figure apresiteguantificateurs universeis ;, vz, . .. vV, .
La quantificatiordz; est supprimée et la variablg est remplace par le termfx;,, ;, ..., x;,)
ou f est un symbole fonctionnel-aire qui n’apparait pas ailleurs.

— Soit3z; un quantificateur existentiel qui n’est précédé par aucun quantifiaaérersel : on peut
le supprimer et remplacer; par un symbole de constante frajs

Cette transformation est autorisée par le théoréme suivant, que I'on admettra

PROPRIETE14.2 (THEOREME DESKOLEM) : Soit.4 un ensemble fini de formules dis 'ensem-
ble des formes de Skolem de ces formules. Algtqeut étre interprétée awai » si et seulement
si Ag peut aussi étre interprétée &rai ».

Exercice 14.9. Reprendre chaque formes prénexe de I'exert#&.& et I'ecrire sous la forme de Skolem.

Exercice 14.10 (Suite exempl&4.8. Donnez la forme de Skolem de chacune des formules de I'exer-
cicel4.8
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1.3 Forme clausale

Dans la forme de Skolem d’une formule ne subsistent donc que des quaatifis universels. Ceux-
ci sont purement et simplement supprimés. Cette suppression est aipaidé méthode de déduction
utilisée En effet, pour prouver que la formdleest conséquence de I'ensemble de formulesn cherche
a prouver qued U {—T'} n"admet pas de modéle. Pour cela, il suffit d’exhiber une contradictios da
un « cas particulier » , et il est bien clair que, si, dans I'ensemdbdie formules, on supprime les quan-
tificateurs universels, et qu’on prouve que ces formules, aZém’admettent pas de modéle, alors les
formules « complétes » , avec quantificateurs;’Et n’en auront pas non plus.

On étend enfin la notion de clause propositionnelle en considérant ici desittu lieu de variables
propositionnelles.

DEFINITION 14.4 (FORME CLAUSALE). Uneclauseest une disjonction de littéraux (atome ou négation
d’'un atome). Une formule est dorme clausalgCNF) si elle est exprimée comme une conjonction de
clauses. On la représente classiquement comme un ensemble de clauses. &

Exercice 14.11 (Suite de I'exd4.10. Donner la forme clausale des formes de Skolem de le&xbQ

[l Résolution en logique des prédicats

La méthode de résolution étendue au calcul des prédicats est plus conuxesa version en calcul
propositionnel puisqu’elle doit prendre en compte I'existence de vasiaBlée sert de base au langage
Prolog qui est étudié en TP.

[lI.1 Reésolvante d’une paire de clauses

Comme précédemment, on ne considéere que des formules mises sous la fosakcla

Deux clauseg’; et Cy forment une paire résoluble si et seulement si elles contiennent au nm&ns u
paire de littéraux’(t1, ..., t,) et=P(t}, ..., t,) telle qu'il existe une substitutiom avecos (t1) = o (t}),

o o(ty) = o(t).

pour tout, 1 < i < n,t; sigma = t}o.

Dans un tel cas, a partir de la liste de paires de teftfigst} ), ..., (t,,t,)}, toute substitution telle
queo(t;) = o(t;) est appelénificateur Il s’agit de trouver 'unificateufe plus général c’est celui tel
gue toute autre substitution se déduit de cet unificateur par compositiotirafuare autre substitution.

En pratique, on cherchera la substitution la moins particuliére possible. ¢@aoas, on appelle
résolvante de”; et Cs la clause noté®egC', Cs) obtenue en prenant la réunion dg et deCs, en
effectuants et en supprimant la paire opposBéo (t1),...,o(t,)) et=P(o(t}),...,o(t))).

EXEMPLE 14.12. Soit deux clauses, = P(z) V Q(g(x)) etCy = —~P(f(y)). La paire(Cy, Cs) est
résoluble en prenant comme substitutigity) /x, y/y). Sa résolvante e®esC1, C2) = Q(g(f(y))).
Dans la pratique, on ne mentionne que les substitution qui modifient les vari@lemettra ainsi

celles du typey/y).

Exercice 14.13.Peut-on unifier les deux formules atomiques suivantes ?
P(f(X,9(2)), X, f(Y,g(b))) et P(f(U,g(f(a,0))), X,U)

[11.2 Résolution d’'un ensemble de clauses

La démarche est exactement la méme qu’a la se€Bpmodulo le fait qu'on considere ici la régle
de résolution avec unificateur.
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EXeEMPLE 14.14. Démontrons que I'ensemble de clauses

{ C, = P(CL,X) \/Q(Y,X),
Cy=-Q(Z,T)V R(a,Z),
Cs3 = —-P(a,b),
Cy=-R(U,V) }

est contradictoire. Pour cela on résout les clauses et on calcule $elvaéte :
— () etCs sont résolubles avec comme substitutiofnX ). SoitCs = Q(W, b) ;
— (4 etCy sont résolubles avec comme substitutiepl, Z/V'). SoitCs = -Q(Z',T");
— (5 et Cy sont résolubles avec comme substitut{d¥i/Z’,b/T"). SoitC; = O, ce qui termine la
démonstration.

[11.3 Mise en ceuvre de la résolution

La mise en ceuvre de la résolution est moins immédiate que dans le cas propekit@nraison de
la présence de variables quantifiées :
— la mise en forme clausale est plus complexe car elle nécessite deux é@pémsmtaires (mise
en forme prénexe et skolémisation) ;
— la résolution est aussi plus complexe car elle nécessite d’exhiber lateificle plus général.

Exercice 14.15.Montrer que les figures suivantes sont valides ou contradictoires a ldeda méthode
de résolution de Robinson.

o1 = (AX.(VY.S(X) e S(Y)ANZ.S(2))

@2 = VX.3Y,Z.(R(X,X)= R(Z,Y))A(-R(X,X)V R(Y, Z))
s = VX,V .3Z.(R(X,X)AR(X,Y)) = R(X,Z)

o4 = VX,Y.3Z.R(X,Y)N(R(Y,Z)= ~R(Z,Z))

Exercice 14.16.Démontrons la déduction suivante a I'aide de la méthode de résolution da$eol

{ VX.S(X,X)=U(X,X)
{ VX,Z.~(T(Z,F(X))AU(Z,F(X)))
{ VY,Z.R(Y,Z)VS(Y,2Z) JEIX,Y.T(X,Y) = R(X,Y)

Exercice 14.17.Sachant que :
— linspecteur fouillait tous ceux qui pénétraient dans le batiment saut eeaompagnés par des
membres du personnel de I'entreprise ;
— certains des hommes de la bande de F. pénétraient dans le batimsnétsaraccompagnés de
personne étrangére a la bande de F.;
— linspecteur n’a fouillé aucun des hommes de la bande de F..
Etablir que certains membres de la bande de F. étaient membres dunpetste I'entreprise.

Exercice 14.18.

Sachant que :
— un oncle est soit le frére d’'une mére, sont le frére d’'un pére;
Fred est I'oncle de Jack ;
Bob est le pére de Jack ;
Carol est la mére de Jack ;
Bob n’a pas de frere;
Déduire par la méthode de résolution le nom du frére de Carol.
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Exercice 14.19.

Sachant que :

— Jack posséde un chien;

— Chaque possesseur de chien aime les animaux ;

— Un amoureux des animaux ne peux pas tuer un animal

— Soit Jack ou Curiosity ont tué le chat (dont le nom est Tuna)
Montrer que c’est Curiosity qui a tué le chat

Fin du Chapitre
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Quatrieme partie

Langages, grammaires et automates
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Chapitre 15

Compilation, langages et grammaires

| Introduction a la compilation

.1 Le probleme posé est...

Donner a un ordinateur un fichier contenant du texte, le lui faire lire mpcendre de maniere a lui
faire exécuter un certain nombre de taches associées a ce fichier
= On fait une compilation.

[.2 Les diverses phases d’une compilation

Détaillons succintement les différentes phases d’une compilation...

I.2.1 Lanalyse lexicale

On analyse le flux d’entrée de maniére a le découper en unités lexicaleggoes

EXeEmMPLE 15.1. Dansf (temps == beau ) {etc., les unités lexicales sont « if », « (», «temps », « == »,
«beau », «)».

1.2.2 Lanalyse syntaxique

Les contraintes a respecter pour que le texte soit compréhensible serresfectées ? En d’autres
termes, le flux de lexémes est-il conforme a la syntaxe du langage utilisé&(ppatcaison a la grammaire
du langageg.f. ci-dessous) ?

I.2.3 L'analyse sémantique

Reconnaitre la signification d’'un texte syntaxiquement correct : esdayewsmprendre ce que cela
signifie (le sens).

Cela implique notemment la transformation de la source en une forme utilisabfasse@iapparaitre
le sens du texte.

EXEMPLE 15.2 (D' ANALYSE SEMANTIQUE). toto = titi + tutu; est une instruction d'affectation a la
variable « toto » d’'une valeur exprimée par une expression algébrignstjttiée de la somme des vari-
ables « titi » et « tutu ».

REMARQUE 15.1. Certains compilateurs utilisent des structures arborescentes :
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Affectation

Addition

1.2.4 Compilation proprement dite

Utiliser effectivement le résultat de I'analyse sémantique pour obtenirdéi@a&sscompté, ce qui est
demandé : production de code machine, traduction d’un texte dans uadsague, etc.

REMARQUE 15.2. En général, ces différentes phases sont menées en paralléle.

Il Les grammaires

[I.1 Définition de la notion de grammaire

DEFINITION 15.1 (&GRAMMAIRE). Une grammaireest un ensemble de régles de syntaxe qui décrivent
quels sont les constructions correctes qui sont possibles dans lgdantiizsé, a I'aide de I'alphabet
utilisé (alphabet ou vocabulaire). &

Il existe de nombreux types de grammaires, et encore bien plus de fornmmlestpemés pour
représenter cette grammaire.

Nous utiliseront pour commencer un seul symbolisme pour remprésenteamasgires : la formal-
isation BNF (Backus-Naur Form).

1.2 Le formalisme BNF

Dans la syntaxe BNF, une grammaire est constituée d’'un ensemble de régles

Chaque régle est constituée :

— d’un premier membre,

— suivi du symbole de réécriture (: :=),

— suivi d'un second membre, qui peut étre vide.

On utilise (et on distingue) des symboles terminaux et des symboles non-texni8let SNT).

[1.3 Les symboles terminaux

DEFINITION 15.2 (SrMBOLE TERMINAL). Un symbole terminalest un symbole qui peut effective-
ment intervenir dans le texte analysé. &

EXEmMPLE 15.3. Dangf (temps == beau)if est un symbole terminal (on trouve le mot dans le pro-
gramme).

NOTATION : Les symboles terminaux sont entourés par : « ».
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[I.4 Les symboles non terminaux

DEFINITION 15.3 (SrMBOLE NON TERMINAL). Un symbole non termina{SNT) est un symbole in-
troduit (par commaodité, ou plutét par nécessité) par le rédacteur de la greenpaar décrire les parties
du fichier d’entrée qui représentent un tout logique et permettant ddif@mpécriture de la gram-

maire. &

NOTATION : Les symboles non-terminaux sont entourés par des chevrons.:

Le premier membre d’'une régle de grammaire est un SNT (la régle en constidééridion), le
second membre est une famille ordonnée (éventuellement vide) de syntéotdaaux ou non.

Ainsi, chaque régle de la grammaire consiste en la définition d'un symbol¢enoimal. Cette
derniére est terminée quand tous les SNT ont recu une définition. Uleeg'égrit finalement sous
la forme :

<SNT> : := suite (éventuellement vide) de ST et SNT

ExeEmMPLE 15.4. Voici un bout de grammaire (pour la définition d’'une fonction) :

< fet> = <type ><nom >" ("< parametres >")" < bloc >
<type > == "int"
= "char”

DEFINITION 15.4 (AXIOME DE LA GRAMMAIRE ). Parmi tous les SNT, I'un d’entre eux doit désigner
I'ensemble du texte a analyser, on I'appedigome de la grammaire &

EXEMPLE 15.5. < programme en C >::=< entete >< suite de fct >

La grammaire est terminée quand tous les SNT ont recu au moins une définition.

1.5 Exercices

Exercice 15.6.Les mots du langagé sont constitués d’un nombre, éventuellement nuk, deiivi d’'un
b, suivi d’au moins un.
Donner une grammaire BNF de ce langage.

Exercice 15.7.Les mots du langagé commencent par un caractasesuivi d’'un nombre pair (éventuelle-
ment aucun) de caracteréspuis de deux caractéres
Donner une grammaire BNF de ce langage.

Exercice 15.8.Les mots du langagé sont les noms de variables en C : ils commencent obligatoirement
parune lettre (majuscule ou minuscule), et se poursuivent par un reoguiglconque de chiffres, lettres
ou underscore.

Donner une grammaire BNF de ce langage.

Exercice 15.9. Ecrire la grammaire, en syntaxe BNF, des formes propositionnellesa@uetle que les
opérateurs sont, par ordre de priorité croissante :
— Implication et équivalence (au méme niveau, le moins prioritaire). Quélsant pas associatifs
(on ne peut ni les répéter, ni les faire coexister, au méme niveau-gdse, sans parenthese),
dans une expression (par exemple— b «+— ¢, oua —> b — ¢ sont incorrects).
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— Disjonction et conjonction (au méme niveau, prioritaires sur implicatiorgetv@lence). lls sont
associatifs, mais on ne peut pas les mélanger : on peut éckiré v ¢, sans parenthése, mais pas
aVbAec.

— Négation, prioritaire sur tous les autres. Elle peut étre répétée. llis@dgn opérateur unaire
prefixé.

Les noms de variable commencent par un caractére alphabétiqueésantuellement d'un nombre
guelconque de caracteres alphanumeériques ou de soulignementg.dlpas de constantes dans les
expressions. Les opérateurs sont réalisés au clavier par les troectaes consécutifs — > pour
I'équivalence, les deux caractéres consécutifs- pour I'implication, les lettres consécutives pour
la disjonction,et pour la conjonction, ekon pour la négation. L'expression peut évidemment comporter
des parenthéses, et ne peut étre vide.

Exercice 15.10.Le langage considéré est le prototypage des fonctions en C.
Donner une grammaire BNF de ce langage.

Exercice 15.11.0n accepte les deux types de phrases suivantes :
— «Marie est la mere du frére de Sonia. »
— «Qui est le pére de I'oncle de la mere du petit fils de Paul ? »
...et tous leurs dérivés. Ecrire la grammaire correspondante.

Il Un exemple complet

« Les expressions correctes sont constituées d’un nombre quegcangis non nul, de 0, suivi d’'un
nombre quelconque, mais non nul, de 1. »

[11.2  Principes généraux

On conseille de suivre cette démarche :

1. Commencer par écrire la grammaire du langage (des expressiongesyre
2. Ecrire I'analyseur syntaxique pur.

3. Passer a I'analyseur syntaxique avec messages d'erreur.

4. Puis a I'analyseur syntaxique avec interprétation sémantique.

Exercice 15.12.Suivez ce cheminement :
1. Ecrivez cette grammaire.
2. Programmez, en C, I'analyseur syntaxique pur.
3. Ecrire le programme principal associé (le main).
4. Le modifier en analyseur syntaxique avec messages d’erraataptez le programme principal
en conséquence.

5. Améliorez le programme pour qu’il devienne un analyseur syntexagec interprétation séman-
tique : ici, comptez le nombre de O et de 1, en cas de réussite.

[11.2 La grammaire du langage

< expression> < groupe0> < groupel>

< groupeC> = "0" < suite0>

< suite0> = < groupeO>

< groupel> = "1" < suitel>

< suitel> = < groupel>
Il faut :
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— Subdiviser au maximum les expressions en sous-expressionsrtelsémn n’hésitant pas a mul-
tiplier les niveaux.

— Retarder au maximum les alternatives (en multipliant les niveaux) pour fegrkeitervenir que
lorsqu’on ne peut plus faire autrement.

[11.3 Analyseur syntaxique pur

\oici le code de I'analyseur pur : il répond par « bon » ou « mauvais ».

#include <stdio.h>

char s[512];
char *x ss;

int expression (){
if (groupe0()==1)
return groupel ();
return O;

}

int groupeO (){
if (»ss == "0"){
S++;
return suiteO ();
}

return O;

}

int suite0 (){
if (groupeO() == 0)
return 1;
return 1;

... méme chose pour groupel() et suitel1().

Une fonction prévue pour analyser une sous-expression ne cpasaié qui précede et ne s’occupe
pas de ce qui sulit.

Passons au programme principal :

int main(){
printf("Une expression a analyser ? \n");
scanf("%s",s);
Ss = s;
if (expression()==1)
if (xss == "\0")
printf("Bon \n");
else
printf ("Mauvais\n");
else
printf ("Mauvais\n");

REMARQUE 15.3. Toujours commencer par I'analyseur syntaxique pur.

[11.4 Analyseur syntaxique avec messages d’erreur

int groupeO (){
if (#ss == "0"){
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SS++;

return suiteO ();
}
printf ("L’expression doit commencer par 0\n")
return O;

}

int suite0 (){
if (»ss == "0"){
SS++;
return suiteO ();

}

return 1;

Le programme principal devient alors :

int main(){
printf("Une expression a analyser ? \n");
scanf("%s",s);

Ss = s;
if (expression()==1)
if (»ss == "\0")
printf ("Bon \n");
else if (xss == '0")
printf("Pas de 0 apres le(s) un(s).\n");
else

printf("Caractere interdit : %c\n",ss);

}
[1.5 Analyseur syntaxique avec interprétation sémantique

int groupeO (){

if (»ss == "0"){
SS++;
return 1l+suite0 ();
}
printf("L’expression doit commencer par 0\n")
return O;
}
int suite0 (){
if (»ss == "0"){
SS++;
return 1l+suite0 ();
}
return O;
}

Pareil pour groupel et suitel. Le programme principal devient alors :

int main(){
printf("Une expression a analyser ? \n");
scanf("%s",s);
SS = s;
Expression = expression ()

if (»ss == "\0")
printf ("Bon \n");
else if (xss == '0")

printf ("Nombre de 0 : %d, nomre de 1 : %d",expression.zeroxpeession.un);
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else
printf (" Caractere interdit : %c\n",ss);

ou la structurdxpressioret la fonctionexpression(yont ainsi définis :

struct Expression{
int zero;
int un;

}

struct Expression expression (){
struct Expression a;
a.zero = groupeO();
if (a.zero !=0)
a.un = groupel();
return a;

Cet exemple, et d’'autres, seront (re)vus en TP.

Fin du Chapitre
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Chapitre 16

Introduction aux expressions rationnelles

| Présentation

Dans la définition de la syntaxe d'un langage de programmation, par exempilencontre souvent
des définitions telles que celle d’'un identificateur :

«Un identificateur est un identificateur de symbole ou un identificateur aebl@r un identificateur
de symbole commence par deux caractéres alphabétiques, suivi pambrenquelconque, éventuelle-
ment nul, de chiffres, suivis, etc. »

Il s’agit ici d’introduire des abréviations pour ce type d’expressjares abréviations conduisent a
la notion d’expression rationnelle.

EXEMPLE 16.1. L'expression rationnelle(a|b)* signifie : un caractére, suivi d’'un nombre quel-
conque, éventuellement nul, de caractéres choisis dans I'ensémble

Un langage est évidemment associé & une expression rationnelle. Canfotele langage associé
a I'expression rationnelle.

Exercice 16.2.Quel est le langage décrit par I'expression rationnelle= (ab*)* ?
L'expression = a(a|b)* est-elle équivalente & ?
Trouvez une expression équivalente dans laquelle il n'y a qu’une.

Réponse = € L, \ Lg; expression équivalentee|a(alb)*).

Définissons dorénavant plus rigoureusement cela, rentrons datétdds...

Il Regles de définition

Voici les regles qui permettent de définir les expressions rationnellesmalphabeb :

1. ¢ est une expression rationnelle qui dénpte» } ('ensemble constitué de la chaine vide).

2. Sir ets dénotent les langageXr) et L(s), alors

— (r)|(s) désigne le langagé(r) U L(s) (i.e. le langage obtenu par réunion des deux langages
L(r) etL(s)).

— (r)(s) désigne le langagé(r)L(s) (i.e.le langage obtenu en concaténant, de toutes les manieres
possibles, un mot du langadgsr) et un mot du langagg(s)).

— (r)* désigne le langageC(r))" (i.e.le langage constitué de la chaine vide, des motS(d¢ et
des mots obtenus en concaténant un nombre quelconque (au moins elewdsdlel(r)).

— (r) désigne le langagé(r).
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Exercice 16.3. Décrire, sur I'alphabet { Acquérir, Sortir, Rentrer, Vendre, Arahiv}, la vie d'un docu-
ment dans une bibliothéque.

Réponse :Acquérir (Sortir Rentrer )* (Sortir | Vendre | Archiver).

Exercice 16.4.Ecrire, en syntaxe BNF, la grammaire algébrique de toutes les exprssgationnelles
sur ..

Réponse :
< expression> D= < primitive >
1= < parenthese
.= < concaténation-
1= < étoile>
< primitive > =€
.= z(avecr € X)
< parenthése- 1= (< expression> | < expression> < suite> ')’
< suite> 1= < expression> < suite>
< concaténation- ::= < expression> < expression>
< étoile> D= < primitive > ¥

1= < parenthése- *
1= < concaténation- ™’
On peut réduire le nombre de paires de parenthéses écrites, en adeptraégles de priorité suiv-
antes :
— La répétition est prioritaire sur tout autre opérateur.
Autrement ditzb* esta|b* doivent étre interprétés (respectivement) @@n* eta|(b*).
— La concaténation est prioritaire sur I'alternative.
rs|tu doit donc étre interprété comntes)|(tw).

De plus, on admettra I'écritur€* pour le motaaa . . . aa (n fois).

Exercice 16.5. Soit I'alphabetl” = {+, x, a, b, c}. Repérer les expressions rationnelles Bysarmi les
suites de symboles suivantes :

1. (a|4+)* + b x cx,

2. —l—*|*><*,

3. ((a+)*])b*c,

4. ((a*b)* x |ca+"*).

Réponse :Seules la premiére et la derniére suite de symboles sont des expreatmmsalles.

Il Propriétés des opérateurs

PROPRIETEL16.1 : Les propriétés de ces opérateurs sont les suivants :
1. Associativité r|(s|t) = (r|s)|t etr(st) = (rs)t.
Commutativité de I'alternativer|s = s|r.
Distributivité de I'alternative sur la concaténation(s|t) = rs|rt et(r|s)t = rt|st.
€ est élément neutre pour la concaténation.

a s~ DN

La répétition est idempotente™* = r*,

135



Exercice 16.6.Quel est le langage sura, b} décrit par I'expression rationnellet*a(b*ab*a)*b* ? En
trouver une « meilleure » expression.

Réponse L'ensemble des mots syr, b} contenant un nombre impair deb*a(blab*a)*.

IV De nouvelles abréviations

D’autres abréviations peuvent étre introduites :

— Lopérateur de fermeture positiveT désigne « au moins une instance dée. ¢+ = aa*

— L'opérateur ? qui signifie « zéro ou une occurence dee»d? = ale).

— Classes de caractéres : la notafi@ir] est une autre notation poufb|c, sans intéret, sauf dans le
casdda — z| = alb|...|z.

EXEMPLE 16.7. On peut représenter « une lettre, suivie d’'un nombre quelepBgantuellement nul,
de lettres ou de chiffres » par — zA — Z][a — zA — Z0 — 9]*.

V Universalité des expressions rationnelles

Les expressions rationnelles ne sont pas universelles, et ne petnpeisetie décrire tous les lan-
gages.

ExemMPLE 16.8. Il estimpossible de décrire, a I'aide d’expression rationnellésntgage défini par

{wecw|w est une chaine de aetdg b

En effet, « une chaine deou deb » peut s’exprimer par I'expression rationne(tgb)*.
Mais, si I'on écrit ensuitéalb)*c(alb)*, la syntaxe des expressions rationnelles ne permet pas de
préciser que les chaines qui précedent et suivensdmt identiques.

Fin du Chapitre
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Chapitre 17

Automates Finis

| Automates finis

.1 Introduction

On va dégager dans ce paragraphe la notiomaehinecomme modéle conceptuel pour la descrip-
tion de dispositifs informatiques aussi variés qu’un ordinateur entier,giciéb ou un compilateur.

DEFINITION 17.1 (MACHINE). Une machineest un dispositif doté d’un certain nombre d’états, sus-
ceptible d’évoluer d’un état a un autre en fonction de divers paramétresne le temps (la machine est
alors dotée d’'une machine interne).

Elle est de plus apte a communiquer avec I'extérieur : elle peut acceptédonledes en provenance
de I'extérieur (des entrées) ou communiquer des résultats a l'extéresisdties). &

Exercice 17.1.Donnez des exemples de machines.

REMARQUE 17.1. A chaque instant, la condition interne de la machine, y compris la ménmisditae
son état.
.2 Meécanismes

C’est le type le plus simple de machine :

DEFINITION 17.2 (MECANISME). Un mécanismeest totalement imperméable au monde extérieur, il
n’accepte aucune entrée ni aucune sortie.

C’est une machine a nombre fini d'états, dont le comportement est g@uvaiquement par le
temps, mesuré par une horloge interne. &

Exercice 17.2. Donner un exemple de mécanisme.

Un mécanisme peut étre entierement décrit par un cduple), ou E est un ensemble fini d’états et
t : E — E estune fonction de transition des états.

PROPRIETEL17.1 (EXISTENCE D'UN CYCLE) : Un mécanisme entre nécessairement dans une
boucle infinie (on dit un cycle).

En effet, le nombre d’états est fini.
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DEFINITION 17.3 (ETAT-REPOS. S'il existe un état ¢ E tel quet(e) = e, cet état est appelétat-
repos. &

REMARQUE 17.2. Un mécanisme qui entre dans un tel état n’en sort évidemment plus.

ExemMpPLE 17.3. Un feu de circulation routiére peut étre décrit par un mécanismesatats V, O et
R,doncE = {V,0, R}.

La fonction de transition des états est telle gtié) = O,t(0O) = Rett(R) = V.

On peut représenter ce mécanisme par le graphe de transition des états

ou par la matrice booléenriéreprésentant:

T:

O = O
= o O
S O =

Exercice 17.4.L'exemple précédent posséde-t-il un cycle ? un état-repos ? Sinmdiier pour.

Il Automates finis a comportement déterminé

1.1 Définition

DEFINITION 17.4 (AUTOMATE FINI A COMPORTEMENT DETERMINB. On appell@automate fini a com-
portement détermifdFD) tout triplet(E, I,t), ou
— FE est un ensemble fini ('ensemble d&tsitg,
— I est levocabularede I'automate : c’est 'ensemble fini des symboles admis en entrée,
—t: E x I — FE estlafonction de transition d’étatssi I'automate se trouve dans lI'étate L, il
réagit a l'entréé € I en passant a I'étate, ).
Pouri € I, on définit la fonctiort; : E — E part;(e) = t(i,e). &

EXEMPLE 17.5. SoitEl = {eg,e1}, I = {0, 1} ett telle que
1. I'entrée 0 laisse inchangé chacun des états,

2. I'entrée 1 échange les états.

Un tel dispositif, en électronique, est appeléTuftip-flop, il est abondamment utilisé dans les ordi-
nateurs...



La table qui donne les valeurs de la fonctioest appelé¢able de transition d’étatsle 'automate
consideéré :

Réponse :

0,2 1 2

2 0,1

Exercice 17.7.Ecrire la table de transition d’états de I'automate dont le graphe est repntésdans la
figure suivante :

Réponse :

mﬁ@’ﬁ‘
» 3R 3

hSEESEESERS
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[I.2  Automates finis avec sorties (machines de Moore et de Megly

DEFINITION 17.5 (MACHINE DE MOORE). Unemachine de Moorest un sextuplet! = (E, 1,t,eq,V,g)
tel que(E, I,t) estun AFD, et

— ep € E est un état appelétat initial dans lequel se trouve la machine au départ de chaque

exécution.

— V est un ensemble fini, dénsemble des sorties

—-g:t< E,I>—V,out < E,I > estlimage de, est lafonction de sortigelle que, chaque
fois que la machine entre dans I'étakelle produise la sortig(e) € V. O

EXEMPLE 17.8. Ici,E = {eg, e1,e2,e3}, I ={0,1}, V = {a, b, c}, t est donnée, soit par le graphe de
l'automate :

soit par la table de transition d’états

t 10 1

€y | €1 €3
€1 | €2 €2
ey | ez €2
€3 | €3 €2

g se lit dans le grapheg(e;) = a, g(e2) = ¢, g(e3) = b.

REMARQUE 17.3. Une telle machine est aussi appetéducteur(elle « traduit » I'entrée 0001001 en
une sortieacbebbe).

DEFINITION 17.6 (MACHINE DE MEALY). On obtient unemachine de Mealyorsque la sortie est
déterminée, non pas par I'état atteint, mais par la transition d'états.
C’est donc un sextupléts, I, t,eq, V, h) ou la fonction de sortié est une application d& x I vers

V. O

REMARQUE 17.4. Il est clair que, pour une machine de Mo6E I, t, g, V, g), on peut définir une
machine de Mealy équivalente (c’est-a-dire qui produit la méme sortie ste $@quence d’entrée), en
posanth(e,i) = g(t(e, 1)), SOith = got.

Réciproquement, en introduisant au besoin des états supplémentairesntoa quion peut rem-
placer toute machine de Mealy par une machine de Moore équivalente.

Nous ne nous occuperons donc dans la suite que de machines de Moore.
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1.3 Automates de Moore

DEFINITION 17.7 (AUTOMATE DE MOORE). Une machine de Moore telle que I'ensembleles sor-
ties est réduit a la paire booléenflE AU X,V RAI'} ou{0, 1},

— tout état qui donne lieu a FAUX est appélgt de rejet

— tout état qui donne lieu a la sortie VRAI est appélat d'acceptation
est appeléautomate de Mooreu machine d’acceptation &

REMARQUE 17.5. Inutile d’exhiber ici la fonction de sortie, il suffit de se donnen$embleA des états
d’acceptation, sous-ensemble He
Un automate de Moore est donc défini par le quintuplet?, ¢, eg, A).

Sur le graphe représentant un automate de Moore, on représengtaddincceptation en I'entourant
d’un double cercle.
Les autres états (simplement cerclés) sont les états de rejet.

Il Langage associé a un automates de Moore

[11.1 Définition du langage

Soit M un automate de Moore.

L'ensemble des entrédspeut étre considéré comme I'alphabet d'un systeme formel.

L'ensemble des « mots » construits avec cet alphabet (suite d’élémentiptiatbat) qui conduisent
la machine a un état d’acceptation peut étre considéré comme I'ensembterdatet bien formées de
ce systeme formel.

DEFINITION 17.8 (LANGAGE). Ce systeme formel constituellengage associé a 'automaté. <
NOTATION : L(M)

Réciproquement, étant donné un langégen peut éventuellement construire un automate de Moore
M tel que le langage associ@asoit £ : L = L(M).

REMARQUE 17.6. Cela n’est pas possible pour tous les langages. Quand c&siiblpo cet automate
analyse les mots du langage.
1.2 Exemple et exercices

EXempPLE 17.9. Construction de I'automate qui reconnait le langage défini pgréesion suivante...
Un mot du langage est constitué d’'un nombre quelconque, mais non nul,sdé/iod’'un nombre
guelconque, mais non nul, de 1.
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Exercice 17.10.Décrire le langageL (M) de I'automate de Mooré/ dont la table de transition des
états est :

L’état initial esteq et le seul état d’acceptation est.

Réponse : Les mots corrects contiennent un nombre impair de 1.

Exercice 17.11.Sur l'alphabet/ = {0, 1}, construire 'automate de Moore dont le langage est I'ensem-
ble de tous les mots surse terminant par 10.

Réponse :

Exercice 17.12.Construire un automate de Moore dont I'alphabet est constitué des lettresiot
« ALGUE » qui reconnait les mots contenant la sous-chaine « GEL e\traent celle-ci).

Réponse :

G

A,G,U,E
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IV Automates finis a comportement non déterminé

IV.1 Définitions et exemples

Les automates considérés jusqu’a présent ont un comportement complgéeééerminé » : pour
chaque configuration état-entrgei) € FE x I, une et une seule transition d’état est fixée.
Cela résulte du fait qu'ils sont régis par uieactionde transition d'états (de £ x I danskE).

On peut imaginer des automates moins « rigides », pour lesquels, dansesedainfigurations,
plusieurs transitions d’états sont possibles ou, au contraire, aucestgpnévue.

Pour un tel automate, qualifié de non-déterministéest plus une fonction, mais une relation binaire
quelconque. Ainsi...

DEFINITION 17.9 (AUTOMATE FINI NON DETERMINISTE). Un automate fini non déterministe états
d’acceptation est défini pak, I,t,S, A) ou :

— FE est un ensemble (fini) d'états,

— I est 'ensemble des entrées,

— t est la relation de transition des états,

— S, partie deF, est I'ensemble des états initiaux,

— A, partie deE}, est I'ensemble des états d’acceptation. &

REMARQUE 17.7. Il se peut donc qu’une entrée puisse conduire un automatglusisurs états possi-
bles ou qu’elle laisse I'automate indifférent.

EXEMPLE 17.13. Dans cet exemple, lorsque I'automate se trouve dansdigtantréea peut le faire
passer dans I'état; ou dans I'étaes et, lorsqu’il se trouve dans I'état, rien n’est prévu pour I'entrée
b.

a,b,c

Table de transitions

t a b c

{eo} | {er,e3t {es}t @
{ei} | {ei} @ {ez,es}
{ea} | {e2} {e2} {en}
{es} | {es} {es} {es}

Il est évidemment possible de concevoir des AFND produisant desss@tjen particulier, des états
d’acceptation et de rejet. On admettra par ailleurs qu’il puisse y avois, descas, plusieurs états initi-
aux possibles.

SoitalorsM = (E, 1,t,S, A) un AFND.
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DEFINITION 17.10 ENTREE RECONNUE. On dit qu'une suitev d’entrées esteconnuepar 'auto-
mate si cette suitpeutconduire I'automate a un état d’acceptation.

EXEMPLE 17.14. Dans I'exemple précédent,
— Commee; est a la fois un état initial et d’acceptation, le mot vide fait partie du langageannu
par I'automate.
— Le motaaacc est reconnu par 'automate.
— Les mots refusés sont ceux qui n’ont aucun chemin vers un étaegiation, commeébb.

On définit aussi de cette maniére le langdgé/) associé a un AFND. Il est constitué de I'ensemble
des mots qui, depuis I'un des états initiaux, peut conduire a I'un des étategdtation.

Exercice 17.15.0n considére I'automate fidi/ non déterministe dont la relation de transition des états
est donnée par la table

t 0 1
€o || €0s €1 €1
€1 - €2
€2 €2 €1
€3 - €0, €1, €2

Sieg ete; sont les états initiaux et gk, est le seul état d'acceptation, les mots 001111 et 01001
sont-ils reconnus pah/ ?

Réponse : 001111 est reconnu, mais pas 01001.

V.2 Utilité

Les AFND sont beaucoup plus simple a construire que les AFD.

Ainsi, les algorithmes de construction automatique d’automates produiseAfrtid3, et les algo-
rithmes de simplification d’automate utilisent des AFND.

Mais, étant non déterministes, ils ne sont pas programmables. Heuretisemsait les déterminiser
(i.e. construire un automate de Moore qui reconnait le méme langage)...

V Détermination d'un AFND

L'algorithme exposé dans ce paragraphe est appékbode de construction par sous-ensemible
s’agit d’'une méthode qui permet d’obtenir un automate de Moore qunratble méme langage qu’un
AFND.

V.1 Méthode de construction par sous-ensemble

SoitdoncM = (E,1,t,S, A) un AFND & états d’acceptation. Saitune partie quelconque de et
x € I une entrée quelconque.

NOTATION : On noteY, I'ensemble des états de accessibles a partir de I'un quelcongue des états de
Y sur I'entréex.

EXEMPLE 17.16. Dans I'exemple précédent, et pdue= {e;,e3} :

-Y, = {61} U {63} = {61763}’
- Y, = {e3} UD = {es},
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— Yo = {ez,e3} U{es} = {e2,e3},

On obtient un automate de Moarte = (£,Z, T, Ey,.A) de la maniére suivante :

1. Lensemblef des états dé1 est le sous-ensemble @ £') défini par :
-Seé,
- Y e VY €€&,Y, €€&.

2. Létatinitial deM estEy = S.
3. LensembleA des états d’acceptation del est défini patd = {Y € £||Y N A # (0}.
4. La fonction de transition d’états est définie flarE x Z — &, (Y, z) — T (Y, z) = Y.

V.2 En pratique

En pratique, on part de I'état initial &1, c’est-a-dire de5.

Pour chacune des entrées, on forme I'ensenshleles états dé/ que la relation de transition
permet d'atteindre a partir de tous les étatsSdet on pos€/ (S, z) = S,.

On recommence I'opération pour chacun des éfatginsi obtenus (pour les diverses entrégsetc.

REMARQUE 17.8. Le processus a une fin, parce dquest fini, donc aussP(FE) : si 'automate de
départ an états, 'automate déterminisé en aura au glus

REMARQUE 17.9. Il se peut qu'aucun état ne soit accessible depuis I'un quileates états d'un état
Y, de M, sur une entrég.

On prend alors pour état d’'arrivée de I'ensemble vide ; celui-ci constitue un état particulier de
M, dont on ne peut sortir sur aucune entréé éxemple ci-dessous).

EXEMPLE 17.17. Un exemple...

Exercice 17.18.Construire des automates de Moore équivalents aux AFND ci-dessous :
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Exercice 17.19.Construire des automates de Moore reconnaissant les langages géfiries expres-
sions réguliéeres :

1. (alb)*b(alb)*

2. ((alb))*I((alp)?)"
3. (a?[b?)*|(a®|b%)*

4. ba*|ab|(a|bb)ab*.

Réponses : Pouw|b)*b(alb)*

VI Exercices

Exercice 17.20.SoitX = {a, b}.
1. Fabriquer un automate qui accepte les mots de longueur pair.
2. Fabriquer un automate qui accepte les mots de longueur impair.
3. Fabriquer un automate qui accepte les mots dont la longueur esteedgl modulo 4.

VI.1 Propriétés d’'un automate an états

Exercice 17.21.Soit un automate fini déterministequi an états et qui n'a pas d’état inaccessible.
Montrer gu'il existe nécessairement un mot de longueur inférieuregaleén — 1 qui est accepté
par A.

VI.2 Les palindromes

Exercice 17.22 (Palindrome).SoitY un alphabet dont le nombre de caracteres est supérieur ou égal a
deux.

On appelleretournementapplication p : ¥* — ¥* telle quep(e) = € et qui associe au mot de
longueur non nulle le mat, nomméetournéde o défini parr(k) = o(n — k + 1)
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1. Déterminerp(c) quando = aabcdea. D’'une fagon générale, comment le retournement opére-t-il
sur la chaine de caractéres qui représente un mot ?

2. Exprimerp(o7) en fonction dep(o) et p(7). Que vaulp(p(c)) ?

3. Ondit qu’un mot est unpalindromesi p(o) = o. Montrer que tout mot de la formgo)o est un
palindrome. Est-ce la tous les palindromes ?

4. Sile nombre d’éléments deestn, combien y a-t-il de palindromes de longueudansX:* ?

Exercice 17.23 (Suite palindrome).SoitX = {a, b}. Construire un AFD qui accepte les palindromes
de longueur 3.

Exercice 17.24.Soit> = {a,b}. On noteL le langage constitué des mots dans lesquels la lettre
guand elle apparait, est toujours suivie d’au moins deux lettres

1. Quels sont les mots dede longueur inférieure ou égale 6 ?
2. Construire un AFD qui accepte.
3. Donner une expression réguliére qui dédrit

Fin du Chapitre
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Chapitre 18

Optimisation d’automates finis

Des automates différents peuvent étre associés au méme langage.

L'optimisation des programmes d’analyse syntaxique (dont certains ssrédlisations concrétes
d’automates finis) rend nécessaire la construction d’'un automate minimaditgre d’'états) qui recon-
naissent un langage donné.

On se limitera dans ce chapitre a la simplification d’'un automate de Moore (pussquethode de
construction par sous-ensemble permet de se ramener d’'un AFND ain AF

| Congruences d’automates

Soit(E, I,t) un AFD etR une relation d’équivalence Si.

[.1 Quelques rappels
On rappelle quér est une relation binaire sur 'ensemltiiedes états, qui a en plus les propriétés
suivantes...
- réfléxivité. Pour tout état € F, eRe,
- symétrie. Pour tout couple d’états;, es) € E? : sie;Res, alorsesRer,
- transitivité. Pour tout triplet d'étatge;, e2, e3) € E? : sie;Res eteaRes, alorse; Res.

Exercice 18.1.0n considéere 'automate :
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et la relation binairee;Re; si et seulement giet j ont la méme parité.
Montrez queR est bien une relation d’équivalence shr

On rappelle encore que: E x I — FE est la fonction de transition. Par la suite, par souci de
concision, on noterg,(e) pourt(e, x).

1.2 Définition

DEFINITION 18.1 (CONGRUENCE DAUTOMATES). On dit queR est unecongruence d’automatess
et seulement si
V(r,s) € E% Yz € I,(rRs) = (t.(r)Rt4(s))

C'est-a-dire si toute paire d’états équivalents modRl@st transformée par toute entrée en une paire
d’états équivalents modulg. &

Exercice 18.2.La relation d’équivalenceR de I'exercice précédent est-elle une congruence d’auto-
mates ?

[.3 Ensemble quotient

Soit R une congruence d’automates sur 'AFB, I,t).

NOTATION : On noteE, 'ensemble quotienE /R..

Exercice 18.3. Représenter le graphe de I'automadté dont la table de transition des états est

tla b

€o | €0 €4
€1 | €1 €
€2 | €2 €4
€3 | €5 €2
€4 | €4 €3
€5 | €3 €2

SoitR la relation d’équivalence pour laquellE /R = {{ep, ea}, {e1,e3,e5}, {ea}}
1. Donner la table de transition d’états de 'automate-quotient.
2. Représenter son graphe

Réponses :
E a b
A = {eg,e2} {eo, e2} {es}
B = {ei,e3,e5} | {e1,e3,e5) | {eo,ea}
C= {64} {64} {61163765}
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Exercice 18.4.Soit M I'automate fini dont la table de transition des états est

QU = W N =
W RN WRH| O
I 1 S ST et

SoitR la relation d’équivalence sutl = {1,2, 3,4, 5} telle quelR4 et3R2.
1. QuevautE/R?

2. Montrer queR est une congruence d’automates.

3. Donner la table de transition des états de I'automate-quotient.

4. Représenter son graphe.

Exercice 18.5. Soit M 'automate fini dont le graphe est représenté par la figure
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Le tableau ci-dessous figure une relation binaRelans I'ensemble des états= {0, 1,2, 3,4, 5} :

01 2 3 4 5
0j1 0 0 01O
10 1. 0 0 0 1
20 01 1 00
3]0 01 1 00
41170 0010
5(0 1.0 0 0 1

Un chiffre 1 a I'intersection de la ligné et de la colonng signifie queiRj, et un chiffre O que ces
deux éléments ne sont pas en relation.

1. Montrer queR est une relation d’équivalence sir.
2. Montrer queR est une congruence d’automates.
3. Représenter le graphe de I'automate-quoti&htR.

Réponses :

E‘O‘l

A=1{0,4} | {0,4} | 1,5}

B ={1,5} | {3,2} | {1,5}
C={3,2} | {3,2} | {0,4}

REMARQUE 18.1. On peut définir une application: £ — E part,(¢) = [t.(e)], puis une application
t:Ex1I— Epar(éi)— t(é).

Il Equivalence de Nérode

.1 Léquivalence

SoitM = (E, I,t,ep, A) un automate de Moore, deux étatst s de E, etw € I* un mot d’entrée.
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DEFINITION 18.2 (W-COMPATIBLES). ¢ ests sontw-compatiblesi et seulement si
tw(q) € A<= ty(s) e A
Cette définition permet de définir une relatisrdansE par

(g ~s) <= (Yw € I*, q ets sontw-compatible$

DEFINITION 18.3 (EQUIVALENCE DE NERODE). Cette relation est manifestement une relation d’équiv-
alence, elle est appeléguivalence de Nérodessociée a1 . &

On démontre facilement que cette équivalence est une congruentendiaes. Tout automate de

Moore peut donc étre remplacé par son quotient par I'équivalence b,
Dans ce quotient, le nombre d’états est évidemment plus petit, I'automate obtelmne plus « sim-

ple ».

[I.2 Lalgorithme
I1.2.1 Lathéorie

Pour obtenir I'équivalence de Nérode associée a un automate, onalgpbalgorithme suivant...

SoitM = {E,I,t, ey, A} un automate de Moore.
On définit, pour touk € N, une relatioriR;, sur E en posant

[qRis]) <= [(Yw € I"), (I(w) < k = ¢ ets sontw-compatibley

Donc ¢ et s sont en relation paR lorsqu’ils sontw-compatibles, pour tout mat de longueur
inférieure ou égale A.

Cette relation est clairement une relation d’équivalenc®,et; est plus fine qu& . L'équivalence
de Nérode est I'intersection de ces relati@®g pour toutes les valeurs deentier.

I1.2.2 La pratique
Cet algorithme n’est pas utilisable dans la pratique. On fait plutét...

1. Prendre comme partition de dép&st= {A, E \ A}.

2. SiP, = {F,,...,E,} est la partition correspondant a la relati@y, morceler éventuellement
chaque classg&; en sous-class€s;, Ejs, . .., I;, de maniére que deux état®t s appartiennent
a la méme sous-classe si, pour toute entrgkes états;(q) ett,(s) appartiennent a la méme

classeF); (pouvant dependre de).
L'ensemble des sous-classes obtenues constitue la partition corraspard relatiorn ;. ;

3. Répéter I'étape précédente jusqu’a ce flie; = Py. La relationR,, est alors I'équivalence de
Nérode associée a M.

REMARQUE 18.2. L'étape (3) est nécessairement atteinte, puisque les rel&josant de plus en plus

fines.
Au pire, P = {{q}||q € E}, larelation est I'égalité : ceci signifie que 'automate n’est pas simplifi-

able.

ExXeEMPLE 18.6. Un automate de Moore et I'automate simplifié.
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Exercice 18.7.0n donne un AFD par la table de transition des états suivante :

U O = W N | o

Tk W N~ O
QU O = Ot Ot =

Etat initial : 0

Etats d’acceptation : 4
Cet automate reconnait le langage défini par I'expression réguli€lie)bab*.
Appliquer la méthode de I'équivalence de Nérode pour trouver I'autommatémal reconnaissant le
langage.

Exercice 18.8.Faire de méme avec I'automate de Moore dont la table de transition est :

tilal|b

Q w0 Qo o
Q@ @ Q@ 2@k 2
O = QL Q0 a0

Il Méthode du dual

1.1 Dual d’un automate
SoitM = (E, I,t,S, A) un automate quelconque (AFD ou AFND).
DEFINITION 18.4. L'automate dual dé/l est 'automateM ~! = (E,I,t', A, S), out' est la relation

surE obtenue en renversant toutes les fleches sur le graphg @éest-a-dire sk’ C (E x I) x E est
le graphe de la relatioth, alors que le graphe deestR, on a

((e,i), ') € R <= ((€/,i),e) € R
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Il est clair queM reconnait un moty € I* si et seulement si/~! reconnait le motv—! (siw =
aias ... ap, alorsw=t = apan_i . ..a1).

Le dual d'un automate a comportement déterminé n’est pas nécessaiegenmnportement déter-
miné.

1.2 Méthode du dual

Soit M un automate de Moore :

1. Construire 'automate dudll —! de M.

2. Appliquer la construction par sous-ensemble&/a' pour le transformer en automatd’ de
Moore.

3. Construire le dual/’~" de M.
4. Appliquer la construction par sous-ensembleg’a  pour obtenir I'automate de Moorl”.

L'automateM” est 'automate minimal tel qué(M") = L(M).

Exercice 18.9.0n donne un AFD par la table de transition des états suivante :

t | alb
0 1|2
1 3] 4
2 314
31156
41 516
51 718
6| 7|8
71910
81 910
9 || 11|12
10| 11 ] 12
11 1|2
12 1] 2

Etat initial : 0

Etats d’acceptation: 03456781112
Cet automate reconnait le langage défini par I'expression réguli@r)?)*|((a|b))*.
Appliquer la méthode du dual pour trouver I'automate minimal recon@aiske langage.

Exercice 18.10.0n donne un automate non déterministe, a transitions instantannées, pardad&ab
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transition suivante :

t € a | b
0 1,11

1] 2,7

2 3
3 4,6

4 5

5 4,6

6 10

7 8

8 9
9 10

10 22

11 12,14

12 13

13

14 17 15
15 16
16 17

17 18

18 || 19,21

19 20
20 || 19,21

21 22

22

Etat initial : 0
Etat d’acceptation : 22
Cet automate reconnait le langage défini par I'expression régubi€teib| (a|bb)ab*.
Le déterminiser, puis lui appliquer la méthode de votre choix pour obtemitdmate minimal recon-

naissant le langage.

Exercice 18.11.0n donne la table de transition suivante pour un automate fini :

t|albd
O 1712
19 314
2156
312
4 718
51 718
6 1|2
719 |10
8 || 10|11
91 718
10 || 10 | 10
110718
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L’état initial est 0, et les états d’acceptation sont 4, 5, 9 et 11.

Appliquer a cet automate I'algorithme de votre choix pour obtenir I'autonmaitémal reconnaissant le
méme langage (équivalence de Nérode ou dual).
(L'automate minimal posséde 7 états).

IV Synthese

IV.1 Outils

IV.1.1 Construction par sous-ensemble

Domaine d’'application : Cette méthode s’applique aux automates finis non déterministes. Il est aussi
possible de I'utiliser sur un AFD, mais c’est sans intérét.

Résultat : Automate reconnaissant le méme langage.

But: Obtenir un AFD reconnaissant le méme langage.

Autre utilisation : Peut permettre d’obtenir 'automate minimal reconnaissant le méme langage (méth-
ode du dual).

IV.1.2 Equivalence de Nérode

Domaine d’'application : Cette méthode ne s’applique gu’'aux automates finis déterministes (AFD).

Résultat : Le quotient de 'automate considéré par I'équivalence de Nérode jtamate ne reconnais-
sant généralement pas le méme langage.

But: Simplifier 'automate considéré, si c’est possible, grace a la méthode désrs.

IV.2 Méthodes d'optimisation
IV.2.1 Méthode des quotients

Domaine d’'application : Cette méthode ne s’applique gu’aux automates finis déterministes (AFD).
Moyens : Equivalence de Nérode.
Résultat : On obtient 'automate minimal reconnaissant le méme langage.

IV.2.2 Méthode du dual

Domaine d’'application : Cette méthode ne s’applique gu’aux automates finis déterministes (AFD).
Moyens : Construction par sous-ensembles.

Résultat : L'automate de Moore minimal reconnaissant le méme langage.

Efficacité : Elégant, mais pas efficace.

Fin du Chapitre
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Chapitre 19

Construction d’automates finis a partir
d’expressions rationnelles

L'algorithme exposé ici est appeldgorithme de Thompsonl permet de construire un AFND a
partir d’'une expression rationnelle.

| Automates a transitions instantanées

DEFINITION 19.1 (TRANSITION INSTANTANEE). Unetransition instantanéest une évolution possible
de I'automate d’un état vers un autre sans qu’aucune entrée ne shittpro &

Les automates a transitions instantanées interviennent dans l'algorithmeihgpddn de construc-
tion automatique d’'un automate reconnaissant le langage associé a uessexprationnelle...

I Données et résultat

Donnéesune expression rationnellesur un alphabet.

Résultat Un AFND M tel que£(M) = L(r), qui ne comporte qu’un seul état initial et un seul état
d’acceptation...

[l Algorithme

1. Décomposer I'expression en ses sous-expressions.

2. En utilisant les regles (a) et (b) ci-dessous, construire un AFND Ipsisymboles terminaux de
la grammaire ou la chaine vide (si un méme symlacépparait plusieurs fois dans I'expression
rationnelle, un AFND séparé est construit pour chacune de sesoces).

3. Combiner ensuite récursivement les AFND de base en utilisant la régleda’a obtenir TAFND
pour I'expression rationnelle toute entiére.

(a) Pour<>, construire 'AFND :
~(—0
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(b) Poura € %, construire I'AFND :

~——0
(c) SiN(s)etN(t) sontles AFND pour les expressions rationnefies ¢,
— Pourst, on construit '’AFND :

@ w(OJm @

L'état initial de N (¢), qui est état d’acceptation podi(s), perd ce double caractere dans
la nouvelle construction.
— Pours|t, on construit 'TAFND

N(s)

N(t)

Les états initiaux et les états d’acceptation des AFNDVde) et de N (t) perdent leur

caractere dans le nouvel AFND.
— Pour I'expression rationnelle, on construit ’AFND composéV(s*) :

Les états initiaux et les états d’acceptationdes) perdent leurs qualités.
— Pour une expression parenthégéke utiliser N (s) lui-méme.

IV Exemple

On applique I'algorithme sur I'exemple(a?[b2)*| (a3 |b3)*.
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Exercice 19.1.0n donne I'expression rationnell@|b)*|(a?|b?)*.
Utiliser I'algorithme de Thompson pour obtenir un automate non détermirigtansitions instan-
tanées, reconnaissant le langage.

On rappelle que, par définition, sont accessibles sur une entréeedode@uis un état donné: les
états accessibles en effectuant successivement

— un nombre arbitraire (éventuellement nul) de transitions instantannées,

— une transition d’entrée et

— un nombre arbitraire (éventuellement nul) de transitions instantannées.

EXEMPLE 19.2. Pour...
— L'état 3, avec entrée : on passe a I'état 4.
— Sil'entréea se produit au départ, les états accessibles{sbnt}.
— Et, a partir de I'état 4 et de I'entrée: {5,9, 2, 10,23, 3,6}.

D’ou I'algorithme suivant simplifiant 'automate de I'algorithme de Thompson...

V Finalisation

L'automate construit par algorithme de Thompson n’est pas utilisable tel quel.

Il faut en supprimer les transitions instantanées, ce qui se fait par aritafge voisin de la construc-
tion par sous-ensembles. Il faudra, par ailleurs, ensuite, le détermgtiseminimiser.

Soit M I'automate de Thompson obtenu par I'algorithme précédetiensemble de ses étatsc F
son (unique) état initial et € E son (unique) état d’acceptation.

On remplace cet automate par un autombtegui reconnait le méme langage, dont I'ensemble des

états est, I'état initial est.S, et I'ensemble des états d’acceptation st £ et qui est obtenu de la
maniére suivante :
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— S est composé de et de tous les états d& qui sont accessibles depuigpar un nombre quel-
conque de transitions instantanées (éventuellement aucune). Dansdlex@écédent,

S =1{0,1,11,2,10,12,22,3,6,13,17, 23}

— SoitY € £ une partie de 'ensemble des étatsgatne entrée. L'imagé’, deY est constituée
des états accessibles depuis un état quelcongle i (exactement) une entreesuivie d’'un
nombre quelconque de transitions instantanées.

— A={Y € &|Yn{a} # 0}, asavoir les partie¥ ci-dessus définies d& qui contiennent I'ancien
état d’'acceptation.

Exercice 19.3.Finalisez I'automate de I'exercice précédent. Le déterminiser, puis whtantomate
minimal reconnaissant le méme langage.

Exercice 19.4 (Reprise d’'un exercice précédent, version Thompsp Construire des automates de Moore
reconnaissant les langages définis par les expressions rationnelles :

1. (alb)*b(alb)*
2. ((alb)®)*|((alb)*)*
3. ba*|ab|(a|bb)ab*.

Exercice 19.5. Donner les automates finis minimaux (table de transition, diagrame) redssamt les
langages associés aux expressions rationnelles suivantes :

— (a|b)*(aaalbd)

— (albb)*abb*

Fin du Chapitre
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Chapitre 20

Automates a pile

On l'a dit, les expressions rationnelles ne permettent pas de représest@ddangages.

ExXEMPLE 20.1. Le langage défini pd™b™|n € N*} n'est pas représentable par une expression ra-
tionnelle.

Exercice 20.2. Déterminez d’autres langages non reconnus par expression ratienne

On souhaite maintenant étudier « une plus grande classe » de langagasceigu’il manque a nos
automates pour pouvoir les associer a ces langages.

Dans I'exemple précédent, il faudrait « noter quelque part » le nombrerdecontrés, pour s'as-
surer qu'il y aura bien autant de On peut imaginer y arriver avec une pile jointe & un automate non
déterministe.

REMARQUE 20.1. Trés précisément, les automates a pile vont jouer pour les langtgesrm con-
textuels (voir chapitre suivant) le role des automates finis pour les langagmamels ( : représentables
par expressions rationnelles).

| Automates a pile, déteministes ou pas.

[.1 Automate a pile non déterministe
1.1.1 Définition

DEFINITION 20.1 (AUTOMATE A PILE). Un automate a pilest donné par
1. Un alphabet d’entrég (ensemble fini non vide),

Un ensemble d’étafs (fini non vide),

Un état initialey € I,

A 0N

Eventuellement, une partié C E des états d’acceptation (pour un automate a pile ditads
d’acceptation

Un alphabet de pil@ (fini, non vide),

Un symbole de pile initigg,

Eventuellement, un ensemiglec P de symboles de sommet de pile,

Enfin, une relation: E x (X U{e}} x P — E x P*. &

© N O O

REMARQUE 20.2. Le symbole de pile initial n’est pas toujours naté
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1.1.2 Transition

DEFINITION 20.2 (TRANSITION). Lorsque((e,x,p), (¢’,q)) appartient au graphe de la relatigron
parle de la transitiofe, z, p) — (€/, q). &

Elle indique que, lorsque I'automate se trouve :
— dans l'étak,
— alors que le symbole de sommet de pileggst
— sur I'entréer,
alors il évolue
— vers l'étate’,
— le symbolep est dépilé,
— et le mot de pilegy (éventuellement plusieurs symboles de pile) est empilé.

Commet est une relation, il est possible, dans le cas d’un automate a pile non déséznan’il y
ait plusieurs transitions possibles dans la méme situation (méme état, méme entrésyméuoie de
sommet de pile).

EXEMPLE 20.3 (AUTOMATE A PILE NON DETERMINISTE). Ici, l'alphabet d’entrée esf0, 1}, le fond
de pile estl’ et alphabet de piléT, Z, A} :

0.Z: AZ
0,A: AA ILA:g gA:g
eZ:¢€
eT:ZT 1A:€ eT:e eA e
O ) ©) ezie
eT:€

Cet automate reconnait, par pile vide, I'ensemble

{0"1™ . n>m >0}

REMARQUE 20.3. Siun automate a états finis reconnait un mot lorsqu'’il s'arréteudaétat d’accep-
tation, il n'en est pas de méme pour les automates a pile : on verra par la suitewquci ont plusieurs
critéres pour décider si un mot est reconnu ou non.

Le critere de reconnaissangar pile videfait partie de ceux-ci : lorsque I'automate s’arréte avec une
pile vide, le mot est accepté.

On remarque que les mots 01, 001, 0011 sont acceptés par cet autdmate.elst pas de méme
pour 011.

[.2 Automate a pile déterministe
[.2.1 Définition

DEFINITION 20.3 (AUTOMATE A PILE DETERMINISTE). Dans le cas d’urautomate a pile détermin-
iste ¢ est une fonction sur son domaine de définitiorieety) = t(e, x,p). &

REMARQUE 20.4. En particulier si est définie pour le triplete, x, p), t(e, x, p) est unique.

EXEMPLE 20.4 (AUTOMATE A PILE DETERMINISTE). Ici, I'alphabet d’entrée esf0,1}, le fond de
pile estZ et alphabet de pil¢Z, A} :
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0.Z2: AZ
0.A : AA

1LA: ¢
1LA: g
0

REMARQUE 20.5. Cet automate a pile déterministe reconnait, par état final, le méme langal(gxg
emple précédent.

1.2.2 Transitions

Il est fondamental de comprendre qu’une transition d’un automate a pidleqyu’elle soit, exige
toujours de dépiler un symbole de pile.

REMARQUE 20.6. Autrement dit, si la pile vient a se vider, 'automate se bloque et ngpeuévoluer,
méme si le mot d’entrée n’a pas été entierement lu.

Ceci explique le « symbole de pile initial » , la plupart du temps sans intérét quéreelui de
permettre le début du calcul dans I'automate.

REMARQUE 20.7. On admet des « transitions vides » , du tipe, p) — ...), qui permettent de ne
pas avancer sur le mot d’entrée, par exemple pour vider la pile. Il fautiléser avec précautions.

Il Calcul dans un automate a pile

[I.1 Encore quelques définitions...

DEFINITION 20.4 (CONFIGURATION). On appelleconfiguration d’un automate a pilen triplet(e, w, q)
ou

— ¢ est I'état dans lequel se trouve 'automate a l'instant considéré,

— w est le mot a lire,

— g estle mot de pile (en téte, le symbole de sommet de pile, en queue, le symbate de faile K>

DEFINITION 20.5 (DERIVATION VALIDE ). Si

— q est de la formeq’ oup est le symbole de sommet de pile,

— w est de la formaw’, otz est un symbole d’entrée,

— il existe une transitiofe, x,p) — (¢/,¢"),
alors, apres application de cette transition, la nouvelle configuration derfate este’, w’, ¢"q') et la
correspondance, w, q) - (¢/,w', ¢"q’) est appelée unaérivation valide dans I'automate &

DEFINITION 20.6 (CALcUL VALIDE ). Un calcul validedans 'automate est une famille de dérivations

(e1,w1,q1) = (€2, w2,q2) ... = (€n, Wn, qn).
On dit que ce calcul valide méne de la configuratien wi, q) a la configurationie,,, wy, q¢,) <

*
NOTATION : On peut noter cela(er, w1, q1) F (€n, Wn, ¢n).
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DEFINITION 20.7 (MOT RECONNU). On dit qu’un motw estreconnypar un automate a pile (état initial
eo, Symbole de pile initiaby) lorsqu’il existe un calcul valide

(607 w, QO) + (67 g, Q)

tel que, au choix
— e est un état d'acceptation : le motest ditreconnu par I'état d’acceptation
— g estde la formesq’ oliqs € Q : le motw est ditreconnu par symbole de sommet de pile
— q = ¢ (symbole de pile vide) : le mat est ditreconnu par pile vide &

REMARQUE 20.8. On peut envisager des reconnaissances par combinaisonxddedees conditions,
voire les trois simultanément.

On démontre que...

PROPRIETE20.1 : Tous ces types de reconnaissance peuvent se ramener & llsennaissance
par pile vide (éventuellement avec un automate beaucoup plus compliqué ).

C’est pourquoi nous n’envisagerons plus que cette derniére dangdaEnfin,

DEFINITION 20.8 (LANGAGE RECONNU). Le langage reconnpar automate est 'ensemble des mots
reconnus par cet automate (par le méme mode de reconnaissance). &
1.2 Premiers exemples

EXeEMPLE 20.5. Automate a pile (non déterministe) reconnaissant, par pile vide, drseles mots
de la formeww!, concaténation de (constitué de 0 et de 1) et de son image miroir :

0.A:e
0.Z:AZ 0,A: AA 0.B: AB 1B:&
1.Z:BZ 1,A:BA 1.B:BB 0,A:e eZ:€

1.B:s
eZ:¢e
:ﬁzj pl |

(Alphabet d’entréd0, 1}, fond de pileZ, alphabet de pilé Z, A, B}.)

EXEMPLE 20.6. Automate a pile reconnaissant, par pile vide, 'ensemble des mots denkufow?,
concaténation de (constitué de 0 et de 1) et de son image miroir séparés par le caractere

0A:e
0,Z: AZ 0,A: AA 0,B: AB 1.B:¢
1.Z:BZ 1,A:BA 1,B:BB c¢.Z:Z VAR

cAA
¢.B:B
0 |

(Alphabet d’entréd0, 1, ¢}, fond de pileZ, alphabet de pilé Z, A, B}.)
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1.3 Exemple plus complet : le langage{0"1"|n € N*}
Le principe est le suivant :

1. Tantgu’on lit des 0, on les empile, sans changer d’état,

2. Au premier 1 rencontré, on change d’état (pour ne plus accep@®r de

3. On dépile alors un a un les symboles de pile (sans jamais rien empiler),

4. Sile mot se vide en méme temps que la pile, il comportait autant de 0 que de 1.

\oici les transformations :

— (e0,0,p0) — (€0,0)
€0,0,0) — (ep, 00)

- (
— (e0,1,0) — (e1,¢)
(61,1,0) (e1,¢)

Exercice 20.7.Représentez cet automate.

[l Construction d’'un automate a pile

[11.L1 Introduction a la méthode

On peut évidemment utiliser la méthode « directe », comme dans I'exemple précéde

Pour les langages plus complexes, il peut étre nécessaire d’avoirrsegain algorithme. Nous
I'aborderons par I'exemple de la grammaire écrite pour les expressiafiwrigiges élémentaires :

< expression > = < terme >
= <terme> '+' < expression >
< terme > = < facteur >

< facteur > "+ < terme >
'"(" < expression > ")
n= < wariable >

< facteur >

en omettant la définition du SNT « variable », inutile ici.

[11.2 Utilisation d’'un symbolisme

On introduit un nouveau symbolisme (développé dans la suite) pour cette miémmaire ; il se
comprend aisément :

+
&

*
M~

MmN NT D
|

vV VVVVVYV

Wg’é'ﬁﬁj'ﬂ%

F —> =z

...en admettant comme symboles de variables les caractéres alphabétiqueslesnusc
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[11.3  Algorithme de construction
Le principe est de construire un automate a pile non déterministe qui adnedmgtons vides :

1. Au départ, sur une transition vide, on empile le SNT de I'axiome de la gramifigir&) : c.f.
transition (1).

2. associer a chaque régle non terminale atransition qui empile les symboles de la partie droite
(c.f.transitions (2) a (6))

3. associer a chaque regle termindle+ x une transitior(eg, x, A) — (eq, €) (c.f.. transitions (7) et
(8)

4. associer a chaque symbole terminal une transition qui reconnait celgyetllépile ce caractéere
(c.f.transitions (9) a (12))

On obtient les transitions suivantes :

(1)  (eo,e,p0) +—— (eq, E)

(2)  (eo,e, E) +—— (e, T)

(3) (eo,e,E) +—— (eo, T+ E)
4)  (eo,e, T) +— (eg, F)

(5) (e, e, T) +—= (eo, FxT)
(6) (eo,e, F) — (eo,(E))
(1) (eo,a, F) = (eo,€)

(8)  (e0,z,F) = (eo,e)

9) (eo,+,+) — (eo,e)

(10) (eg,*,*) +— (eq,e)
(11) (eo, () = (eo,€)
(12) (eo,):)) = (eo,€)

I11.4 Exercices

Exercice 20.8. Soit 'automate a pile défini pat& = {a,b}, E = {q,q1,¢}, P = {p A} etles
transitions suivantes

(90,a,p0) = (q1,4)
(q1,0,4) — (g2,¢€)
(q1,a,p) + (q1,Ap)
(q2,0,4) = (g2,¢€)

1. Donner les enchainements des transitions permettant d’accegiéren précisant s'il y a des
points de non déterminisme dans la dérivation.

2. Donner I'enchanement des transitions conduisant a I'échec dedfatation de la chaineaba.

3. Décrire I'état de I'automate aprés avoir lu symboles: en entrégn € N). Quelle est alors la
seule facon de vider la pile ? En déduire le langage reconnu par cet autapilieavec arrét sur
pile vide.

Exercice 20.9.Pouru € ¥* , on note|u|, le nombre de: dansu et|u|, le nombre dé dansu.
Donner un automate a pile qui reconndit= {u € X*, |u|, = |ulp}-
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Exercice 20.10.SoitX = {0, 1}. Donner un automate a pile qui accepte un mot >* ssi aucun
préfixe deu ne contient plus de 1 que de 0. Préciser si 'automate est déterministe.

Exercice 20.11.Soit> = {1, 2}. Donner un automate & pile qui reconnait le langage suivant :
{1"2"n > 0} U {1"2?"|n > 0}
Préciser si 'automate est déterministe.
Exercice 20.12.SoitX = {a, b, c}. Donner un automate a pile qui reconnait le langage suivant :
{a't'*|i = jouj =k}
Préciser si 'automate est déterministe.
Exercice 20.13.SoitG la grammaire suivante :
S —aAB A — aABla B — bBA|aC C — BdA.

1. Donner des exemples de mots reconnus.
2. Donner un automate a pile qui reconnait le langage généré par la graire G.

Exercice 20.14.SoitG la grammaire suivante :
S —aAB A — aABla B — bBA|aC|b C — BdA.

Donner un automate a pile qui reconnait le langage généré par la grararéa

Fin du Chapitre
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Chapitre 21

Description d’'un langage par une
grammaire

Dans ce paragraphe, nous précisons les éléments sur les grammairds®tangages qui ont déja
été vus jusqu’a présent.
| Langages

NOTATION : SoitY un ensemble de symboles, on note pan’ensemble des mots sui, c’est-a-dire
'ensemble des assemblages de symboles.de

PROPRIETE21.1 : Pour 'opération de concaténation des assemblages de syniolamstitue
un monoide (opération associative, admettant un élément neutre, la cidénaotée:) appelé
monoide libre sui..

DEFINITION 21.1 (LANGAGE SURY). On appelldangagesury toute partie des*.

Tout le probléme consiste a se donner les moyens de définir un langaged’éhtre eux est de se
donner un systéme générateur de ce langage, qu’on appelle grammaire.
Nous nous limiterons ici aux grammaires de Chomsky.

I Grammaires

1.1 Définitions

DEFINITION 21.2 (GRAMMAIRE DE CHOMSKY). Unegrammaire de Chomskgst un quadruplet =
(X,N,P,S), ou
— X est un ensemble fini, appetdphabet du langageu ensemble des symboles terminaux du
langage,
— N est un autre ensemble fini, disjoint He et appelé ensemble des symboles non-terminaux, qui
constituent un méta-langage dans lequel sera décrit le langage,



— P estune partie finie dg XU N )*\ X*) x (XUN)*) : c’est 'ensemble des régles de la grammaire,
— S est un élément dé& (un symbole non-terminaljymbole initialou axiomede la grammaire
(< expression >:= ...). o

Les éléments d& sont aussi appelésoductions.
Ce sont des couples de suites de symboles, la premiére de ces deuxmsujpestant au moins un
symbole non-terminal. Elles sont de la fornae §), oua € (X U N)*, maisa ¢ * et € (X UN)*.

NOTATION : Une telle production est le plus souvent notée> 3, qui se lit «a se réécrit ert ».

REMARQUE 21.1. La fleche n’est pas ici le symbole de I'implication logique, mais celuéderiture
(dans la symbolisation BNF, ou Bakus-Naur form, le symbole de réécristire:e=» ).

1.2 Types de grammaires de Chomsky

On distingue divers types de grammaires de Chomsky :

I.2.1 Les grammaires non restreintes, ou de type 0

Aucune restriction n’est apportée aux productions.
Les langages sont dits récursivement énumérables. Ils sont recpandes machines de Turing non
déterministes a plusieurs bandes.

11.2.2 Les grammaires contextuelles, ou de type 1

Les langages correspondants sont les langages contextuels.

Ceux-ci constituent un sous-ensemble des langages récursitsgaé@s récursivement énumérables
ainsi que leur complémentaire).

lIs sont reconnus par des machines de Turing déterministes.

11.2.3 Les grammaires algébriques, ou de type 2

Toute production est de la formé — «, 0UA € N eta € (XU N)*.

Il y a équivalence entre les langages reconnaissables par des asténmlke et les langages al-
gébriques (engendrés par une grammaire algébrique).
I1.2.4 Les grammaires régulieres, ou de type 3

Chagque production est de I'une des formess B ou A — z, avec(A, B) € N? etz € X%,
Il'y a équivalence entre les langages reconnaissables par des astéinatet les langages réguliers
(certains disent « rationnels » ; engendrés par une grammaire réguliere)

I1.2.5 Langage associé a une grammaire

Réciproquement, le langage peut étre considéré comme langage assap@anaire, L£(G).

Il Un exemple de grammaire contextuelle
Nous n'avons jusqu’a présent considéré que des grammaires deutyp@ires 2, puisque toutes nos

régles de grammaire (écrites jusqu’a présent en symbolisme BNF) ontrt®gjmsisté en la définition
d’'un symbole non-terminal.
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EXEMPLE 21.1 (GRAMMAIRE CONTEXTUELLE). Voici un exemple de grammaire contextuelle : celle
qui permet de définir le langade™b"c"|n € N*}.

S — aSBC

S — aBC

CB — BC

aB — ab

bB — bb

bC — be

cC — cc

No o ks~ wdhpRE

Ces grammaires sont appelées « contextuelles » parce qu'il est impossitdankr une définition
«indépendante » de chacun des SNT, comme dans les grammaires algebrique

EXEMPLE 21.2. On ne peut, par exemple dans la grammaire ci-dessus, pas dewiééindion du SNT
B indépendamment des symboles qui I'entourent, donc la définitidB dst sensible au contexte et la
grammaire dans laquelle elle figure est dite contextuelle.

Pour se convaincre de la validité de cet exemple de grammaire, voici I'endé/$a chaine cor-
recteaaabbbcee en utilisant les reégles (ce que I'on appelle une dérivation de chaine eshaivt a la
grammaire).

— Il faut dériverS

— S se dérive emSBC (régle 1)

— S se dérive emSBC (régle 1), donaSBC enaaSBCBC

— CB se dérive erBC (regle 3), donaaSBCBC enaaSBBCC

— S se dérive emBC (régle 2), donaaSBBCC enaaaBCBBCC

— CB se dérive erBC (regle 3), doneiaa BCBBCC enaaa BBCBC

— CB se dérive erBC (régle 3), don@aa BBCBCC enaaaBBBCCC

— aB se dérive emb (régle 4), doneiaaBBBCCC enaaabBBCCC

— bB se dérive emb (régle 5), doneaabBBCCC enaaabbBCCC

— bB se dérive emb (régle 5), doneiaabbBCCC enaaabbbCCC

— bC' se dérive emc (regle 6), doneiaabbbCCC enaaabbbeCC

— ¢C se dérive enc (regle 7), doneiaabbbeCC enaaabbbecC

— cC se dérive enrc (regle 7), don@aabbbecC' enaaabbbece

La dérivation denaabbbece & partir deS est couronnée de succeés, I'expression est correct (on n'a
pas fait figurer les tentatives d’application de régles qui aboutissees &checs, en raison du non-
déterminisme de la grammaire).

Fin du Chapitre
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Chapitre 22

Exercices sur les grammaires, langages et
automates

Exercice 22.1 (Construction par sous-ensemblesReprésenter graphiquement I'’AFND dont la table
de la relation de transition des états est donnée par :

t| a

0,1

W= O
[\)

Les états initiaux sont 0 et 1, le seul état d’acceptation est 2. Le déteanamnidui appliquant la « con-
struction par sous-ensembles » ; donner le graphe du résultat obtenu.

Exercice 22.2 (Automate-Quotient).On donne la table de transition des états d’'un AFD :

tlal|b]|c

ririjv|r

s|s|p|s

u|r|iv|s

viT|v|Ss

SoitR la plus petite relation d’équivalence siit (ensemble des états) telle quRv, pRv et sR.
1. Vérifier qu’il s’agit d’'une congruence d’automates et dessingréphe de I'automate-quotient.

2. Sachant que, dans I'automate d’origine, I'état initial st que le seul état d’acceptation est
décrire le langage reconnu par I'automate.

Exercice 22.3 (Construction d’automates de Moore) On demande de déssiner un automate de moore
reconnaissant le langage :

1. décrit par I'expression rationnellg:|bb)*bab*,
2. défini par I'expression rationnell@:|b|c)* (abc|cba),
3. défini sur l'alphabefa, b} des mots non vides ne comportant pas plus de 2 |gtttessécutives.

Fin du Chapitre
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Cingquieme partie

Théorie des graphes
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Chapitre 23

Graphes non orientes

La notion de graphe généralise amplement la notion de relation sur un enseflbkintéresse a
la facon dont sont liés les objets. Avec les plans de métro, les cartes esuties schémas de circuits
électriques, les formules des molécules, les organigrammes, les arbéesogéques, on utilise chaque
jour des graphes...

| Deéfinitions et premiers exemples

.1 Définitions

DEFINITION 23.1 (GRAPHE NON ORIENTE SOMMET, ARETE). Ungraphe non orienté¢ = (S, A) est
défini par 'ensemble fint = {s1, s2, ..., s, } dont les éléments sont appetgsnmetset par 'ensemble
fini A ={ai,aq,...,an} dont les éléments sont appetigtes

Une arétex de I'ensembleA est définie par une paire non-ordonnée de sommets, appelés-les
trémitésdea. Siles extrémités coincident, on parlelsgicle

Si l'arétea relie les sommets; ets;, on dira que ces sommets s@ujacentsou incidents avea,
ou encore que l'aréte est incidente avec les sommetsets;.

On notera qu’un graphe a au moins un sommet; on notera par laosdvesd’un graphe son nombre
de sommets. &

REMARQUE 23.1. Dans le présent chapitre, et ses proches successepte gignifie graphe non ori-
enté (méme quand cela n’est pas spécifié). Il existe aussi des gaEm@ss ; ils seront étudiés plus
loin.

REMARQUE 23.2. La définition précédente n’interdit pas la possibilité que deux mémessts soient
reliés par deux arétes différentes.
[.2 Représentation graphigue et notion de graphes pondérés

Les graphes non orientés admettent une représentation graphiquétperieer visualisation :

.1
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Signalons aussi dés a présent la possibilité de pondérer les arétegajine non orienté (la défini-
tion de graphe est alors a adapter) :

.3 Degré, chaine

1.3.1 Degré d'un sommet, d’'un graphe

DEFINITION 23.2 (DEGRE D UN SOMMET). On appelledegréd’'un sommets, notéd(s), le nombre
d’arétes dont le sommetest une extrémité (les boucles comptent pour deux). &

PROPRIETE23.1 (LEMME DES POIGNEES DE MAIN$ : La somme des degrés des sommets djun
graphe est égale a deux fois le nombre d'arétes.

DEFINITION 23.3 (DEGRE D UN GRAPHE). Le degré d’'un graphe est le degré maximum de tous ses
sommets. &

Exercice 23.1.Calculez les degrés des sommets, et le degré des graphes ci-dessus.

DEFINITION 23.4 (GRAPHE REGULIER. Un graphe dont tous les sommets ont le méme degré est dit
régulier Sile degré commun est k, alors on dit que le graphe est k-régulier. O

Exercice 23.2.Les graphes précédent sont-ils réguliers ?
Exercice 23.3.Représentez un graphe 3-régulier.

On reviendra sur cette notion dans la section exercices de la fin du gginagr

1.3.2 Chaine

DEFINITION 23.5 ((HAINE). Une chaine dans G, est une suite de la forme

(50,a1,51,a2, ..., Sk—1, Ok, Sk)

— ayant pour éléments alternativement des sommpgtei(des arétes(),
— commencgant et se terminant par un sommet,
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— ettelle que les extrémités desoients; 1 ets;, i =1,.... k. O

so est appelé lelépartde la chaine et I arrivée

REMARQUE 23.3. On a choisi ici de réserver le termeafi@minaux graphes orientés.

DEFINITION 23.6 (SOMMET ACCESSIBLE). Dans un graphe (orienté ou non), on dit que le sonwnet
estaccessibl& partir du sommet s’il existe une chaine menant deis’. &

REMARQUE 23.4. On dit aussi gu’'on peatteindres’ a partir des.

DEFINITION 23.7 (CHAINE ELEMENTAIRE). Une chaine dans laquelle tous les sommets sont différents
s'appelle unehaine élémentaire &

REMARQUE 23.5. On parle aussi de chaisienple

REMARQUE 23.6. Une chaine simple a forcément toutes ses arétes différentes;attimat évidem-
ment pas de boucle.

PROPRIETE23.2 (EXISTENCE DE CHAINES ELEMENTAIRE$ : Etant donné une chaine qui joint
et s’ (différents), on peut toujours lui enlever arétes et sommets pour obitemichain€lémentaire
joignants a s’

Exercice 23.4. Réfléchir a la preuve de cette existence.

[.4 circuit-cycle

DEFINITION 23.8 (QRCUIT). Une chaine de longueurdont le départ et I'arrivée coincident s’appelle
un circuit de longueun. &

ExXEMPLE 23.5. Une boucle est un circuit de longueur 1.

DEFINITION 23.9 (CrcLE). Un circuit dont tous les sommets et toutes les arétes sont différentes, s'ap
pelle uncycle. &

Exercice 23.6. Représentez un graphe qui admet :
1. un circuit,
2. un cycle.

DEFINITION 23.10 (RAPHE SIMPLE). Un graphe est disimple s’il ne contient pas de boucles et s'il
n’y a pas plus d’une aréte reliant deux mémes sommets. &

Exercice 23.7.Représentez un graphe simple (resp. qui n’est pas simple).
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.5 Exercices

Exercice 23.8.0n s'intéresse aux graphes 3-réguliers simples.
1. Essayez de construire de tels graphes ayant 4 sommets, 5 sofewmtsnets, et 7 sommets.
2. Qu'en déduisez-vous ?

Réponse D’aprés le lemme des poignées de mains, la somme des degrés des sommels @st ég
double du nombre d’arétes. Si chaque sommet est de degré 3, la somdegdesdes sommets est :

— paire, si le nombre de sommets est pair,

— impaire, sinon.
Comme cette somme doit étre égale a un nombre pair (le double du nombre | a&ttsles graphes
3-réguliers ayant 4, ou 6 sommets, sont possibles.

Exercice 23.9. Montrez qu’un graphe simple a un nombre pair de sommets de degré&.impa

Réponse D’aprés le lemme des poignées de mains, la sorSrdes degrés des sommets est égale
au double du nombre d’arétes, donc cette somme est paire. D’autreS pattegale a la somme :

— des degrés pairs,

— des degrés impairs
La somme des degrés pairs est paire. Etudions la saffires degrés impairs : notoisle nombre de
sommets de degrés impairs. Cette sonfhest égale i}le(%i + 1), puisque chaque degré est ici

impairs. DoncS’ = 2 (220:1 kz) +1g, soitS’ est égale a un nombre pair pligs Quand on met tout bout
a bout, on obtient finalement I'équation en parité : pair + pajyy * pair, soitiy est pair!

Exercice 23.10.Est-il possible de relier 15 ordinateurs de sorte que chaque appareilrsioé avec
exactement trois autres ?

Réponse Non, application directe de I'exercice précédent.

Exercice 23.11.Un groupe de 15 fans d’'un chanteur célébre, posséde les deux paritiés suivantes :
— Chaque personne connait au moins 7 autres
— Toute information détenue par une personne est répercutée dansutergin suit a ses connais-
sances (et uniqguement a elles)
Quel est le temps maximal entre le moment ou une des 15 fans appreddase nouvelle sur leur idole,
et celui ou le groupe entier est au courant ?

Réponse L'éméteur de 'information est un sommet relié & au moins 7 autres. Ndtbessemble
de ces sommets. Il reste au plus 7 sommets (15-(7+1)). Notaes ensemble. Chacun des sommets de
J est nécessairement relié a un des sommefs gi@on il ne serait relié qu’a 6 sommets. Linformation
met donc au plus 2 mins.

Il Quelques types particuliers de graphes

[I.1 Graphes planaires

DEFINITION 23.11 (RAPHE PLANAIRE). Sion arrive a dessiner le graphe sans qu’aucune aréte n’en
coupe une autre (les arétes ne sont pas forcément rectilignes), are dt graphe egtlanaire &

Exercice 23.12.Représentez un graphe planaire.
Exercice 23.13.Représentez un graphe non planaire.

REMARQUE 23.7. Les graphes planaires seront plus systématiquement étudiéspaveckuivant.
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[I.2 Multigraphes

En général, dans ce cours, les graphes étudiés sont simples. Omdargpas qu'il pouvait, pour un
graphe quelconque, exister des boucles, voire des arétes multipleari@rdans ce cas, aeultigraphe

EXEMPLE 23.14. Un exemple de multigraphe :

1§

S={1,2, 3,4}
A={(11),(1,3), (1,4), (2,3), (2,3), (3.4)}

1.3 Graphes connexes

DEFINITION 23.12 (RAPHE CONNEXE. Un graphe estonnexes’il est possible, a partir de n’importe
quel sommet, d’atteindre n'importe quel autre sommet du graphe (si, pdwoigole de sommets, s'),
il existe une chaine reliantas’). &

REMARQUE 23.8. C’est en particulier le cas lorsqu’a partir d'un sommet on peut dteitous les
autres sommets.

Exercice 23.15.Représenter un graphe (non orienté) connexe, et un graphe morexe.

DEFINITION 23.13 (0OOMPOSANTES CONNEXE¥. Un graphe non connexe se décompose@nposantes
connexes ¢

EXeEMPLE 23.16. Exemple d’'un graphe n’étant pas connexe :

pl A1

o
;]

By 54

S={1,2,34,5,6}
A={(1.3), (1,4), (2,3), (3,4), (5.6)}

Ici, les composantes connexes sont {1, 2, 3, 4} et {5, 6}.

1.4 Graphes complets
I1.4.1 Définition

DEFINITION 23.14 (RAPHE COMPLET). Un graphe estompletsi chaque sommet du graphe est relié
directement a tous les autres sommets. &
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I1.4.2 Exemples et exercices

DEFINITION 23.15 (K,,). On notekK,, tout graphe non orienté simple d’ordretel que toute paire de
sommets est reliée par une unique aréte. &

PROPRIETE23.3 : Vn, K,, est complet.

EXEMPLE 23.17 (RAPHE COMPLETK5). Exemple d’'un graphe complet :

21

S={1,2,3,4,5}
A={1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (2,3), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5), B¥.5

Exercice 23.18.Combien d’arétes possede le grapkig ?

Réponse Chacun des sommets possede — 1 arétes, et chaque aréte est ainsi comptée deux fois...
n(n—1)

5
Exercice 23.19.Un tournoi d'échecs oppose 6 personnes. Chaque joueur doinggfrtous les autres.

1. Construisez un graphe représentant toutes les parties possibles.

N

Quel type de graphe obtenez-vous ?

Sil'on ne joue qu’un match par jour, combien de jours faudra-t-il p@uminer le tournoi ?
Aidez-vous du graphe pour répondre aux problémes suivants :

— Si chaque joueur ne joue qu’un match par jour, combien de jours &t:drpour terminer le

tournoi ?
— Proposer un calendrier des matches.

h W

1.5 Graphes biparti

11.5.1 Définition et premiéres propriétés

DEFINITION 23.16 (RAPHES BIPART). Un graphe esbiparti si ses sommets peuvent étre divisés en
deux ensembles X et Y, de sorte que toutes les arétes du graphe relgamoret dans X a un sommet

dans'. &

On peut se rendre compte que les graphes biparti sont les graphémoueut colorier avec au plus
deux couleurs, de sorte que deux sommets adjacents ne possedent jan@islaouleur. En d’autres
termes, les graphes bipartis sont les graphes dont le nombre chromatignfeeur ou égal a 2 (ce
terme sera défini plus proprement dans la suite du cours).
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Exercice 23.20.Responsables d'organiser des speed datings, on souhaite placéféesrds individus
inscrits a une soirée donnée, dans différentes salles, de telles sortellgue $se connait dans une salle

donnée.
1. Donner un exemple ou cela n’est pas possible.
2. Comment modéliser ce probléme a 'aide d’'un graphe ?

3. Peut-on n'utiliser que deux salles, s'il est possible de placer 3 indhvadiour d’'une table de telle
sorte que chaque individu connait ses trois voisins ? Que se passeshilsmplace 3 par 5, par
77?

Le résultat suivant se déduit assez aisément...

PROPRIETE23.4 : Un graphe est biparti si et seulement il ne contient pas de cycérimp

Exercice 23.21.Relier les notions de graphe biparti et de relation binaire.

Exercice 23.22.Relier les graphes N-parti aux relations N-aires, aux bases de dennée
11.5.2 Graphe biparti complet

DEFINITION 23.17. Graphes biparti complet Un graphe biparti estldfarti complet(ou encore est
appelé une biclique) si chaque sommet de U est relié a chaque sommet de V. &

EXEMPLE 23.23 (RAPHE BIPARTI COMPLET). Exemple d’'un graphe biparti complet :

1 i—\_\__\__\_
e
o ——
" S
. ——
. e 2
- o
oy
— e
— -
I -
3 e )e
—_— “,
i .
—
- —
S |
- e
R
ot
B W

S={1,2,3,4,5}
A={(12),(1,4),(2.3), (2,5), (3.4), (4.5)}
Avec les notations de la définition, on a U={1, 3, 5} et V={2, 4}, ou vicese

Un tel graphe se not&; . Plus généralement,

NOTATION : On notek,, , un graphe biparti complet liamt sommets & sommets.

PROPRIETE23.5 : Ces graphek,, ,, possedentun arétes.
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1.6 Exercices

Exercice 23.24.Sur un échiquier 3x3, les deux cavaliers noirs sont placés sur les edset c1, les deux
cavaliers blancs occupant les cases a3 et c3. Aidez-vous d'uimgapur déterminer les mouvements
qui permettront aux cavaliers blancs de prendre les places des ces/abés, et vice versa.

Réponse Faire un graphe biparti :

- aj,as,c1,Cs d’un coté,

— ag,by, ba, b3, co de l'autre.
avec des arétes quand le passage d’'une case a I'autre est possihla pavalier (par exemple, entig
etbs). On oriente alors les arétes, suivant les parcours a réaliser pavidgecs. Dei, on peut envoyer
le cavalier erbs ou co. Mais si on I'envoie e, il se retrouve le coup d’aprés es.

Exercice 23.25.Quel est le nombre maximal d’arétes dans un graphe non orient@m'er qui ne
posséde pas d'arétes paralléles ? Et si I'on suppose qu'il ne pegsaside boucle ?

Réponse Le cas le pire correspond au graphe complgt et on a déja calculé son nombre d’'arétes :

(n—1)+...+1:"("2_1)

. R NP 1
chagu’un des n sommets. On ajoute daricce qui précéde, pour trouve@.

Il Représentation des graphes

Nous aimons bien communiquer par des dessins, mais les machines n’easencpre 1a : il faut
donc trouver d'autres fagons de représenter les graphes.

La solution consiste & utiliser des matrices, et il y a différentes méthodes .deajui suit, on consid-
ere des graphes non pondérés, mais ces représentations s'adapsgmtobléme aux graphes pondérés.

1.1 Matrice d’'incidence
I11.1.1 Présentation

La matrice d’incidencel’'un graphe non orienté est une matricta coefficients entiers dont les lignes
sont repérées par les sommets d’'un graphe et les colonnes partess aré

DEFINITION 23.18 (MATRICE D’ INCIDENCE). Par définition,Js . vaut :
— 1 quands est une extrémité de I'arétesi celle-ci n’est pas une boucle,
— 2 quands est une extréemité de la bouele
— 0 sis n’est pas une extrémité de &

On peut reconstituer un graphe non orienté a partir de sa matrice d’iceidear elle donne le
nombre de sommets, le nombre d’arétes et elle dit comment chaque aréte &shiapie sommet.

Exercice 23.26.Représentez le graphe non orienté dont la matrice d’incidence est :

100 0O0O0O0O0OO
011010010
00001O0O0T11
000100201
001 101O0O0O0
01 0001O0O0O0
10 00 0O0O0O0O

Exercice 23.27.Représentez les matrices d’'incidences des graphes de ce chapitre.

Exercice 23.28.Réfléchir aux avantages et inconvénients d'un tel mode de représerdas graphes.
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I11.1.2 Résultat

PROPRIETE23.6 : Sisq,..., s, sontles sommets d’'un graphe non orienté, alors :
d(sy) 1
d(<Z92) _ 1
d(sn) 1

Exercice 23.29.Trouvez pourquoi.

[1l.2 Matrice d’adjacence
I11.2.1 Présentation

On peut représenter un graphe non orienté par une matrice d’'adgacenc

DEFINITION 23.19 (MATRICE D’ ADJACENCE). Dans unematrice d’adjacenceges lignes et les colonnes
représentent les sommets du graphe.

— Un 1 a la position (i,j) signifie que le sommet i est adjacent au sommet j.

— Sinon, on place un 0.
En cas de boucle (pour le somnigpar exemple), on place un 1 sur la diagonale (en positian).

REMARQUE 23.9. On aurait pu convenir de placer un 2 en cas de boucle. L'ay@astaait de continuer
a obtenir le degré des sommets en faisant les sommes par lignes. Par copeejrait la possibilités,
évoquée ci-dessous, de déterminer les chemins de longueur

I11.2.2 Exemple

Considérons le graph@ :

—»
75
Voici la matrice d’adjacences du graphe G :
001 11
00100
M=|110 11
1 01 01
101 10

Exercice 23.30.Décrivez le graphe G ci-dessous par une matrice d’adjacences.
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Exercice 23.31.Représentez les matrices d’adjacences des graphes de ce chapitre.

Exercice 23.32.Réfléchir a la possibilité d’extension des matrices d’adjacences aukgsap
— orientés,
— pondérés.

I11.2.3 Propriétés de la matrice d’adjacence

Cette matrice a plusieurs caractéristiques :

PROPRIETE23.7 : 1. Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.

2. Un 1 surla diagonale indique une boucle. Si le graphe n’a pas débalars la diagonale de
sa matrice d’adjacence est nulle.

3. La matrice d’adjacence d’un graphe non orienté est symetrigue = m;.

Exercice 23.33.CalculezM? et M3 pour la matrice d’adjacenc@/ ci-dessus. Comparer ces matrices
aux chaines de longueur 2 et 3 reliant deux sommets quelconques.

PROPRIETE23.8 : SoitA la matrice d’adjacence d’'un graplig Le coefficient(s, t) de A* est le
nombre de chaines de longuduqui menent du sommetau sommet.

Exercice 23.34.Démontrez ce résultat, par récurrence.

Exercice 23.35.0n pose :

J:

O O N

1 01
1 1 0
0 1 1
1. Dessinez le graphe non orienté aydnpour m
2. Déterminez sa matrice d’adjacence B.

atrice d’incidence.

3. Vérifiez les formules précédentes :
— le lien entre matrice d’incidence et degré des sommets,
— le lien entreB* et les chaines de longueklr

Exercice 23.36.Quels sont les avantages et les inconvénients de cette méthode demégién des
graphes ? Comparez-la aux matrices d’incidences.

En particulier, pour un graphe & sommets et arétes, quelle représentation est la plus gourmande
en espace mémoire ? Cela dépend du nombres d'arétes ?
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[11.3 Listes d’adjacence

111.3.1 Présentation

DEFINITION 23.20 (LSTE D'ADJACENCE). On peut encore représenter un graphe en donnant pour
chacun de ses sommets la liste des sommets auxquels il est adjacent. On partie bste d’adja-
cence ¢

EXeEmMPLE 23.37. On considére le grapbiesuivant :

ol

Voici les listes d’adjacences de:
1:3,4,5

ol

P PP ®

2
3
4:
5

wwN
ENNGIEN

Exercice 23.38.Représentez les listes d’adjacences des graphes de ce chapitre.

Exercice 23.39.Discuter des avantages et des inconvénients de cette méthode dentatiés. On la
comparera aux matrices d'adjacence et d'incidence.

Fin du Chapitre
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Chapitre 24

Problemes de graphes

Dans ce chapitre, différents problémes classiques autour des gegpbesprésentés. On verra suc-
cessivement les problémes suivants, et on en proposera des salutions
— Existence d’un circuit eulérien.
Caractérisation des graphes extraits d’'un graphe donné.
Caractérisation des graphes planaires.
Dénombrement des régions induites par un graphe planaire.
Existence d’un circuit hamiltonien.

| Circuits eulériens

[.1 Introduction : les ponts de Kénigsberg

La question a l'origine de la théorie des graphes est due a £w@ar1736 : dans cette partie de la
ville de Koénigsberg :

e T
‘:."?ﬁ,t ;a wwth&?f i, W A5

peut-on, lors d’'une promenade, revenir a notre point de départ erurtapt une, et une seule fois,
chaque pont?

Pour y répondre, Euler a introduit le graphe suivant (les arcs symehboliss ponts; les sommets, les
quatre zones terrestres) :

1. Leonhard Euler, mathématicien suisse (1707-1783). A consazsélp 900 mémoires aux mathématiques, a I'optique, a
la science navale, a la musique, I'atronomie, la théorie des assurdntenonstre, appelé I'aigle des mathématiques. Le plus
grand mathématicien du dix-huitieme siecle, I'un des plus grands de toiesips.
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Le probleme de départ se raméne alors a la question suivante : peutregr tuo circuit permettant
d’emprunter une, et une seule fois chaque aréte, en retournanpaisvde départ ?

La réponse, dans ce cas particulier, est non : comme

— le point de départ est aussi le point d’arrivée,

— on ne peut pas emprunter deux fois une méme aréte,
on en conclut forcément que le degrésdest pair. Or, dans le graphe ci-dessus, tous les sommets ont un
degré impair.
[.2 Définitions

Ce probléeme, introduit par Euler, conduit aux définitions suivantes...

DEFINITION 24.1 (CHAINE EULERIEN). On appellechaine eulériennene chaine contenant une et une
seule fois toutes les arétes du graphe. &

DEFINITION 24.2 (QRCUIT EULERIEN). On appellecircuit eulérienun circuit contenant une et une
seule fois toutes les arétes du graphe. &

REMARQUE 24.1. Onn’'a plus affaire a une chaine, mais a un circuit : le point dedémelui d'arrivée
coincident.

DEFINITION 24.3 (GRAPHE EULERIEN). Un graphe eulérierest un graphe possédant un circuit eu-
lérien. %

REMARQUE 24.2. On peut passer plusieurs fois par un sommet donné, pounlescarétes empruntées
soient toutes différentes.

Exercice 24.1.Donnez des exemples de graphes possédant des circuits eulérigiasites exemples
de graphes n’en possédant pas.

.3 Reésultat d’Euler

Du probleme initial d’'Euler, on peut en déduire le résultat suivant (lappequ’il s’agit ici de
graphes non orientés)...
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PROPRIETE24.1 : |l y a équivalence entre :
— posséder une chaine eulérienne,
— étre connexe, avec O ou 2 sommets de degré impair.
De plus, s'il n'y a pas de sommet de degré impair, alors le graphe esidtulér

PREUVE 4 : En parcourant un chemin ou un circuit, pour chaque sommet visité, on utiksaréte pour

arriver a ce sommet et une aréte pour en repartir, ces deux arétegamg plus étre utilisées par la suite.
Le nombre d’arétes utilisables en ce sommet diminue donc de deux. Si un sestierdre impair,

une de ses arétes aboutissant a ce sommet doit donc étre soit sur la@eagéted’'un chemin, soit sur

la derniére.
Un chemin n’ayant que deux extrémités, le nombre de sommets d’ordre impp&uteexcéder

deux. t

Exercice 24.2.Soit G un graphe connexe non eulérien. Est-il toujours possible deadh@ulérien en
lui rajoutant un sommet et quelques arétes ?

Réponse Oui. Quand on ajoute un nouveau sommet, son nombre d’arétes doit éfrpquaine
pas poser de nouveaux problemes. On peut donc ainsi corrigetdepr® d'imparité pour un nombre
pair de sommets : en reliant chaque couple de deux sommets de degré impaisoramet que I'on
crée uniquement pour ce couple. Or, tout graphe simple posséde umenpaibde sommets de degré
impair...

.4 Exercice : les dominos
Exercice 24.3.0n considéere des dominos dont les faces sont numérotées 1, 2, 3, 4 ou

1. En excluant les dominos doubles, de combien de dominos dispn&e-t-o0

2. Montrez que I'on peut arranger ces dominos de fagon a former aoelé fermée (en utilisant la
regle habituelle de contact entre les dominos).

3. Pourquoi n'est-il pas nécessaire de considérer les dominosleé®@b

4. Sil'on prend maintenant des dominos dont les faces sont numeék a n, est-il possible de
les arranger de facon a former une boucle fermée ?

Réponses :
1. On dispose de 4+3+2+1 = 10 dominos.

2. Considérondss, le pentagramme complet. A l'aréte, 2), par exemple, est associée le domino
(1,2). Arriver a constituer une boucle fermée de dominos revient donc agroumcircuit eulérien
dansK. C’est possible K5 est connexe, avec tous ses sommets de degré pairs.

3. Considérer les dominos doubles revient a placer une boucle a cdmgueet dés. On ne change
pas sa connexité, ni la parité de ses sommets.

4. On obtient, dans ce cak,,, dont chague sommet a pour degré- 1. Pour arriver a consitituer
une boucle fermée, il faut donc (et il suffit) quesoit impair.
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Il Graphes partiels et sous-graphes

1.1 Introduction

Dans cette section, on va chercher a étudier quels sont les différeassdgmraphes que I'on peut
obtenir & partir d’'un graph€&’, en lui enlevant soit des arétes, soit des sommets.

Prenons I'exemple d’'un ordinateur, avec imprimante, souris, etc. Cheuperreil est un sommet
du graphe de linstallation informatique, et chaque cable est une arége@mlors, au choix, enlever
des cables électriques, ou des appareils (avec leurs cables), penir ainsi une nouvelle installation
informatique, c'est-a-dire construire un nouveau graphe a partirgfajphe donné.

On considére, dans tout ce paragraphe, les graghes G» suivants

N F -
W A —
G!_F-F o i II.-"' s g 1
" & £ % -~
— z.- 3 i \ iy
Sy
[ ] s
2 . s
- K
= Vg £ 7
/ e i
A d_____--“' g
P _—
'._\_\___H_ 4 1
V3 o 5
LN . &
- Vg ' 5

Ils nous serviront a illustrer les définitions a venir.

[I.2 Graphe partiel et sous-graphe

I1.2.1 Graphe partiel

DEFINITION 24.4 (GRAPHE PARTIEL). Soit G =(S, A) un graphe. Le graphe G’ = (S, A) estgraphe
partielde G, si A’ est inclus dans A. &

REMARQUE 24.3. Autrement dit, on obtient G’ en enlevant une ou plusieurs arétgeaphe G (sans
toucher a ses sommets).

EXEMPLE 24.4 (GRAPHE PARTIEL DE(1). Voici un exemple de graphe partiel dg

Ici,
— S'=S,
- A‘,:{ 63764765}'

Exercice 24.5. Trouver un graphe partiel dé's.
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I.2.2 Sous-graphe

DEFINITION 24.5 (OUS-GRAPHE). On dit que le graphgS’, A’) est unsous-grapheu graphé S, A)
Si

1. 5cS,
2. A CA,
3 A ={(z,y) | (z,y) e ANz e S NyeSY} %

REMARQUE 24.4. Un sous-graphe d’'un graphe donné est donc obtenu ementertains sommets, et
toutes les arétes incidentes a ces sommets.

EXEMPLE 24.6 (DUS-GRAPHE DEG1). Voici un exemple de sous-graphede :

Ici,
- V,:{ U1, U3, V4, U5}!
— E'={es, e4, €5},
Exercice 24.7. Trouver un sous-graphe de,.
Exercice 24.8. Combien un graphé&; d’ordre n possede-t-il de sous-graphes ?

Réponse 2™ — 1, si 'on ne compte pa&..

[1.3 Sous-graphes particuliers

1.3.1 Sous-graphe partiel

DEFINITION 24.6 (DUS-GRAPHE PARTIED. Un graphe partiel d’'un sous-graphe estagus-graphe
partielde G. &
REMARQUE 24.5. Cette fois-ci, on enléve des sommets (et leurs arétes incideniegjepuarétes.
EXEMPLE 24.9 (DUS-GRAPHE PARTIEL DE(G). Voici un sous-graphe partiel de; :

il
ey — ¥
.-""-!‘F

-—

Va

Ici,
— V’:{ V1, V2, V3, U4},
- E’:{el, 64}.

Exercice 24.10.Trouver un sous-graphe partiel de,.
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11.3.2 Clique

DEFINITION 24.7 (QLIQUE). On appelleclique un sous-graphe complet de G. &

REMARQUE 24.6. On a donc réussi, en enlevant des sommets, a faire en sorteague dommet est
adjacent a tous les autres sommets.

EXEMPLE 24.11 (INE CLIQUE DEG1). Exemple de clique dé&' :

.
ey 7 Vi
1 #
P A

o

U'z s
__/!3
]
vy
Ici,
— V’:{ V1, V2, 1}3},
— E’={el, €9, 63}.
Exercice 24.12.Trouver une clique dé/s.
11.3.3 Stable
DEFINITION 24.8 (STABLE). On appellestableun sous-graphe d& sans arétes. &

REMARQUE 24.7. On enléve donc des sommets, et leurs arétes adjacentes. Onwbgtatile que si,
en ayant enlevé un certain nombre de sommeéisla sous-graphe résultant ne possede plus d’aréte.

EXEMPLE 24.13 (N STABLE DE (G1). Voici un stable de&7 :

“’1

vy

Ici,
— V'={ w1, v4, v5},

~ E={.

Exercice 24.14.Trouver un stable dérs.
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1.4 Exercices

Exercice 24.15.0n considére le graph€ suivant :

En extraire : un graphe partiel, un sous-graphe, un sous-graphggbaune clique et un stable.

Exercice 24.16.Montrez que dans un groupe de six personnes, il y en a nécessairguois qui se
connaissent mutuellement ou trois qui ne se connaissent pas (oossugpe si A connait B, B connait
également A).

Montrez que cela n’est plus nécessairement vrai dans un groupeg@ersonnes.

Réponse Cela revient a dire que, dans un graghe six sommets, il est toujours possible d’obtenir un
sous-graphei.g., en enlevant trois sommets), qui est :

— soit une clique (les trois sommets sont adjacents deux a deux),

— soit un stable (aucun arc).

Cela n'est plus valable pour les graphes a cing sommets.

Il Graphe planaire

[11.1 Définition

On rappelle la définition suivante...

DEFINITION 24.9 (GRAPHE PLANAIRE). Un graphe est djplanaires’il admet une représentation graphique
dans le plan telle que deux arétes quelconques ne se coupent pas. &

REMARQUE 24.8. Rappelons que les arétes ne sont pas forcément rectilignes.

Outre lintérét théorique (théoreme des quatre couleurs, etc.), ou pnésemtation plus sympa-
thique, chercher si un graphe posséde une représentation plagati€gvérer pratiguement important.
Par exemple, il était plus facile de concevoir les tout premiers circuits imprir@msistors quand le
graphe du circuit était planaire : on évitait alors de devoir recourir acgaté bicouche ou a des "straps"
fragiles pour s’échapper du plan du circuit imprimé.

Exercice 24.17.Un graphe peut-il étre planaire s'il posséde un sous-graphe quiast pas ?

Réponse Non : une fois dessiné dans un plan, un graphe planaire a forcémsrgg®gous-graphes qui
le sont aussi.

1.2 Exemples

EXEMPLE 24.18 (K3 3). Il est non planaire
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EXEMPLE 24.19 (K,,). On rappelle que I'on not&,, tout graphe non orienté simple d’ordietel que
toute paire de sommets est reliée par une unique aréte. Klprsest pas planaire :

kshon planaire

Exercice 24.20.DessinerK, K, K3 et K4. Sont-ils planaires ? Et qu’en est-il d€,,,n > 57

Réponse K, K», K3 et K, sont planairesKs, on I'a vu, ne I'est pas. CommE; est un sous-graphe

de K,,,n > 5, on en déduit qu'a partir de = 5, tous leskK,, ne sont plus planaires.

[11.3 Caractérisation des graphes planaires

Pendant de nombreuses années, les mathématiciens ont tenté de cardestgsaphes planaires.
Ce probléme a été résolu en 1930 par le mathématicien polonais K. Kuratowski.

111.3.1 Expansion d’'un graphe

DEFINITION 24.10 (EXPANSION D' UN GRAPHE). L'expansion d'un graphe est le résultat de I'ajout
d’un ou plusieurs sommets sur une ou plusieurs arétes (par exempldéornzation de l'arétes — o
€Ne —e — o). %

Exercice 24.21.Représentez deux graphes, le second étant une expansion durpremie

111.3.2 Théoreme de Kuratowski

La réponse au probléme de caractérisation des graphes planaires est...

PROPRIETE24.2 (KURATOWSKI) : Un graphe fini est planaire si et seulement s'’il ne contient pas
de sous-graphe qui est une expansiokgeu K3 3.
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IV Dénombrement des régions d’un graphe planaire
Le prochain probleme classique que I'on présentera s’intéresse auandmbégions qu’un graphe

planaire découpe. La célébre formule d’Euler permettra de relier ce rombrnombres d’arétes et de
sommets du graphe considéré.

IV.1 Cartes, régions

DEFINITION 24.11 (O\RTE, REGIONS). Unecarteest une représentation particuliere d’un graphe planaire.
On dit qu’une carte estonnexesi son graphe I'est. Une carte divise le plan en plusieéggons &

EXEMPLE 24.22. Par exemple, la carte ci-dessous, avec six sommets et neuf didsesle plan en
cing régions (A, B, C, D, E).

m

II;:
4

On remarque que quatre régions sont limitées alors que la cinquieme (Eg@d@u diagramme,
ne l'est pas.

IV.2 Degré d’'une région

DEFINITION 24.12 (DEGRE D UNE REGION). Le degréd’'une région r, noté d(r), est la longueur du
cycle ou de la chaine fermée qui limite r. O

EXEMPLE 24.23. Dans le graphe ci-dessus, d(A)=4, d(B)=3, d(C)=3,=BPJ(E)=3.

REMARQUE 24.9. On remarque que toute aréte limite deux régions, ou est contersigraarégion et
est alors comptée deux fois dans la chaine fermée. Nous avons donc...

IV.3 Lemme des régions

PROPRIETE24.3 (LEMME DES REGIONY : La somme des degrés des régions d’une carte connexe
est égale a deux fois le nombre d’arétes.

Exercice 24.24.Démontrez ce résulat.

Réponse Il y a deux types d’arétes, celles séparant deux régions donr@edies incluses a l'intérieur
d’'une région...
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IV.4 Formule d’Euler

Euler a établi une formule qui relie le nombre de sommets S, le nombre d’aréiele Aombre de
régions R d’une carte connexe :

PROPRIETE24.4 (EULER) :
S—A+R=2

IV.5 Exercices

Exercice 24.25.Utilisez le résultat d’Euler pour retrouver le fait qu€; 3 n’est pas planaire.

DEFINITION 24.13 (POLYEDRES REGULIERS SOLIDES DE PLATON). Un polyedre est dit régulier s'il
est constitué de faces toutes identiques et réguliéres, et que toussastsaont identiques. Ils sont au
nombre de neuf, dont cing seulement sont convexes. Ces dernierg étanus de Platon :

— le tétraédre régulier (4 faces en triangle équilatéral),

— le cube,

— l'octaédre régulier (8 faces en triangle équilatéral),

— le dodécaedre régulier (12 faces en pentagone),

— licosaédre régulier (20 faces en triangle équilatéral).

Pour cette raison, ces cinq polyédres réguliers convexes sont afdties de Platan &

REMARQUE 24.10. On appelle parfois polyedres réguliers uniguement les 5 sokdetbn.

Exercice 24.26.Les solides platoniciens peuvent étre considérés comme des grgphds,plus sont
planaires. Vérifier la formule d’Euler sur ces solides Platoniciens :

— le nombre de sommets,

— moins le nombre d’arétes,

— plus le nombre de faces
...est toujours égal a 2.

V Circuit hamiltonien

V.1 Les dodécaedres de Hamilton

Le dodécaédre est a I'origine d’un autre probléme célébre, di & Harhiltomment passer une, et
une seule fois, par chacun des sommets du dodécaédre, de telle maaikréeunier sommet visité est
aussi le premier.

2. William Rowan Hamilton, mathématicien et physicien irlandais (1805-186%nteur des quaternions.
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V.2 Définition

DEFINITION 24.14 (QRCUIT ET GRAPHES HAMILTONIENS. Un circuit hamiltonien est un circuit qui
passe par tous les sommets du graphe, une et une seule fois. Un grapégmt un tel circuit est qualifié
d’hamiltonien. &

REMARQUE 24.11. C’estun circuit : le sommet de départ doit aussi étre le somnreivda

EXEMPLE 24.27. Les graphes compléts, sont hamiltoniens, pour tout

PREUVE 5 : On peut inscrirds,, dans un polygone réguliemasommets : il suffit alors de parcourir ce
polygone, sommet par sommet, dans le sens trigonométrique par exempl& fesaquver son point de
dépatrt. T

REMARQUE 24.12. Il peuty avoir plusieurs circuits hamiltoniens dans un graphe haeitto

Le probléme de la caractérisation des graphes Hamiltoniens n'est pasiayse que celui des
graphes Eulériens. On peut cependant énoncer quelques condiéispsctivement nécessaires, puis
suffisantes, pour qu’un graphe le soit...

V.3 Conditions nécessaires

PROPRIETE24.5 : Un graphe hamiltonien d’ordre> 3 ne possede pas de sommet de degré 1

PREUVE 6 : Si un sommes est de degré 1, il est connecté a un (unique) autre sorsimetii sera
forcément parcouru deux fois (pour aller €ret pour en sortir). T

REMARQUE 24.13. K> est hamiltonien, et a tous ses sommets d’ordre 1...

PROPRIETE24.6 : Si un graphe hamiltonien posséde un sommet de degré 2, alorsijesrétes
incidentes a ce sommet doivent faire partie du cycle hamiltonien.

PREUVE 7 : Supposons queest de degré 2, connecté-apar I'aréteay, et as, paras. On est arrivé a
s a partir d’'une aréte, mettoms ; Si on réempruntait, pour sortir des, alors on repasserait par, ce
qui est impossible. f
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V.4 Conditions suffisantes

PROPRIETE24.7 (THEOREME DEORE) : Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre> 3. Si pour
toute paire {x,y} de sommets non adjacents, af(@) + d(y) > n, alors G est hamiltonien.

PROPRIETE24.8 (QOROLLAIRE DE DIRAC) : Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre> 3. Si
pour tout sommet x de G, onddx) > n/2, alors G est hamiltonien.

PREUVE 8 : En effet, un tel graphe vérifie les conditions du théoréme précédent.tSi Reesont pas
adjacents, on a bien :
d(z) +d(y) 2n/2+n/2=n

Exercice 24.28.Dessinez un graphe d’ordre au moins 5 qui est...
1. hamiltonien et eulérien,
2. hamiltonien et non eulérien,
3. non hamiltonien et eulérien,
4. non hamiltonien et non eulérien.

V.5 Le probléeme du voyageur de commerce

Trouver un cycle hamiltonien pour un graphe donné est un problémeldifier le plan algorith-
mique — de type NP-complet —, relié au problémedditvoyageur de commercein voyageur de com-
merce doit visiter un ensemble de villes, en minimisant son temps de parcours.

Ce probleme se formalise aisément en théorie des graphes :
Les villes sont les sommets d'un graphe pondéré.
Les arétes correspondent aux routes reliant ces villes.
La pondération correspond soit a la distance entre deux ville (en kiloshétoit a la durée néces-
saire pour passer d’'une ville a l'autre.
Ce graphe peut étre orienté, si I'on souhaite intégrer des routes arsigue.
On cherche alors a visiter tous les sommets du graphéautes les villes) en minimisant le « poids »
du parcours (la distance parcourue, ou le temps total).

Le probléme du voyageur de commerce correspond donc a la reclibucheycle hamiltonien de
poids minimal, dans un graphe pondéré complet. Ce probleme est NP-compleijgmssible a reé-
soudre exactement quand le nombre de villes est grand.

Fin du Chapitre
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Chapitre 25

Arbres et arborescence

| Présentation générale

.1 Définitions

DEFINITION 25.1 (ARBRE, FEUILLES). On nommearbreun graphe non orienté connexe et acyclique
(sa forme évoque en effet la ramification des branches d’un arbng)istingue deux types de sommets
dans un arbre

— lesfeuillesdont le degré est 1 ;

— lesnceuds internedont le degré est supérieur a 1. O

EXEMPLE 25.1. Un exemple d’arbre :

DEFINITION 25.2 (FORET). Un graphe sans cycles mais non connexe est appel®téte &

EXEMPLE 25.2. Un exemple de forét :

.2 Caractérisation des arbres
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PROPRIETE25.1 : Les affirmations suivantes sont équivalentes pour tout gi@pke(V, E) an
sommets.

1. G estun arbre,

G est sans cycles et connexe,

G est sans cycles et comporte- 1 arétes,
G est connexe et comporte— 1 arétes,

a s> wDn

Chaque pairéu, v) de sommets distincts est reliée par une seule chaine simple (et le graphe
est sans boucles).

.3 Nombre minimal de feuilles

PROPRIETE25.2 : Tout arbre fini avec au moins deux sommets comporte au moins dellesfe

.4 Exercices

Exercice 25.3. Démontrez la propriété précédente.

Indication : Récurrence.

Exercice 25.4. Combien d’arbres différents existe-t-il avec 3, 4, 5 sommets ?

Indication : Réfléchir sur le nombre de feuilles.

Exercice 25.5.Un arbreT a trois sommets de degré 3, quatre sommets de degré 2. Les autrestsomm
sont tous de degré 1 (des feuilles). Combien y a-t-il de sommets deldegré

Réponse :Soitn le nombre total de sommet; il y a donc- 1 arétes, eh — 3 — 4 = n — 7 sommets de
degré 1. Comptons le nombre d’arétes... Chaque sommet partage sowecéia autre sommet, donc :
— chaque sommet de degré trois (il y ena 3) a 1,5 aréte « a lui »,
— chaque sommet de degré deux (ly ena 4) al aréte «a lui»,
— chaque sommet de degré un (ily en a 7) a 0,5 aréte « a lui »
Ce qui fait un total d’'arétes d&x 1,5+ 4« 1 4+ (n — 7) * 0,5. Or, comme on a affaire & un arbreza
sommets, on a — 1 arétes, donc

3x1,64+4x1+(n—-7)%x0,5=n—-1
d'oun =12, etily a5 sommets de degré 1.

Exercice 25.6. Soit un graphe’. Supposons qu'’il y ait deux chaines élémentaires distinetest P,
d’'un sommes a un autre sommet deG. G est-il un arbre ? Justifier par une preuve.

Il Codage de Prfer

1.1 Présentation

Le codage de Prifer est une maniére trés compacte de décrire un arbre
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[I.2 Codage
1.2.1 La méthode

Soit 'arbreT = (V, E') et supposon¥” = 1,2, ..., n. L'algorithme ci-dessous fournira le code fie
c’est-a-dire une suit® den — 2 termes employant (éventuellement plusieurs fois) des nombres choisis
parmi{1l,...,n}.

PROPRIETE25.3 (RS GENERAL DE U ALGORITHME DE CODAGE) : Initialement la suiteS est
vide. Ce pas général est a répéter tant qu'il reste plus de deux sonmanstkadbre courart’ :

— identifier la feuillev de I'arbre courant ayant le numéro minimum;

— ajouter a la suité' le seul sommet adjacent & dans I'arbrel” courant;;

— enlever de 'arbr@” courant la feuillev et I'aréte incidente a.

I1.2.2 Exemple de codage

Etape O : arbre & coder

.10
16,8
:1,5,7,8
14,10

03,4
.10
10:2,5,9

© 00N O WDN P

Etape 1: 6

4:5,7,8
5:4,10
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7:4
8:3,4
9:10
10:2,5,9

16,8
:5,7,8
14,10

13,4
- 10
10:5,9

© 00N O Ul W
w

4:5,7,8
5:4,10

03,4
- 10
10:5,9

© 0

4:5,7,8

Etape 2 :

S={4,10}

g

S={4,10,3}

g
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5:4,10
7.4
8:4
9:10
10:5,9

4:5,8
5:4,10
8:4
9:10
10:5,9

4:5
5:4,10
9:10
10:5,9

5:10
9:10
10:5,9

S={4,10,3,8}

]

v
'\a
Etape 5 :
S={4,10,3,8,4}
a9
0]
5.
s/
Etape 6 :
S=1{4,10,3,8,4,4}
9
10)
5.
Etape 7 :

S ={4,10,3,8,4,4,5}
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Etape 8 :
9:10
10:9
S ={4,10,3,8,4,4,5,10}
Etape 9: S ={4,10,3,8,4,4,5,10} est le codage de Priifer de I'arbre initial.

1.3 Décodage
[1.3.1 La méthode

Donnée : suiteS den — 2 nombres, chacun provenant de {1, ..., n}.
Posond = {1,...,n}.
Pas général de I'algorithme de décodage a répéter tant qu'il reste des éléments danst plus de
deux éléments dans:
— identifier le plus petit élémeritde I n’apparaissant pas dans la sute
— relier par une aréte dE le sommet avec le sommet correspondant au premier élément de la
suiteS;
— enleveridel ets deS.
Finalisation : Les deux éléments qui restent dans | a la fin de I'algorithme constituentttésnés de
la derniére aréte a ajouter a T.

11.3.2 Exemple de décodage

Etape O : arbre & décoder

a9

*2
10,

-

7e "1

e B
ad
b
1={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
S={4;101318!4!415110}

[ 3]
*2
10,
5
L]
4
Te 1
a8
P |
Etape 1: 6
1:4
4:1
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- 10

O A WN PP
= O

10:2

o~ WDNPRP
=

10:2

1={2,3,4,5,6,7,8,9,10}
S={10,3,8,4,4,5,10}

Etape 2 : o

1={3,4,5,6,7,8,9,10}
S={3,8,4,4,5,10}

L3
42

Etape 3: L

1=(3,4,5,7,8,9,10}

S={8,4,4,5,10}
9
-
10 g
5.
4
7e -—o1
8

\
Etape 4 : &
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0 ~NOoO RN WN PR
Lo
\l

10:2

: 10
16,8
:1,7,8

0 ~NOoOO B~ WDN PR

1={4,5,7,8,9,10}
S={4,4,5,10}

9
2

\
Etape 5: &

1={4,5,8,9,10}
S={4,5,10}

22
10 ,—

Etape 6 : 6

1={4,5,9,10}
S={5,10}

22
10—

Etape 7 : &
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210
16,8
:1,5,7,8

00 NO O WDN
1N

10
16,8
:1,5,7,8
14,10

0O N O WN P

03,4
10:2,5

.10
16,8
:1,5,7,8
14,10

03,4
- 10
10:2,5,9

© 00 ~NO Ol h WDN P

1={5,9,10}
S={10}

a9
1

Etape 8 : &

1={9,10}
S={}

Etape 9 :
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I={}
S={}

Exercice 25.7.Décrivez I'arbre ci-dessous a 'aide du codage de Priifer.

Exercice 25.8.Dessinez 'arbre correspondant a la suite S={1,1,1,1,1,1,1,1,1}.

Exercice 25.9. Dessinez 'arbre correspondant a la suite S={1,2,3,4,5,6,7,8}.

1.4 Théoréme de Cayley

PROPRIETE25.4 (QAYLEY, 1857) : Le nombre d’arbres que I'on peut construiresuyn > 1)
sommets numérotés est égal’ar 2.

PREUVE 9 : La preuve est immédiate en utilisant le codage de Prlifer.

En effet, on vérifie aisément que les deux algorithmes constituent les elesix’sine bijection entre
les arbres sur n sommets numérotés et les mots-de lettres sur I'alphabet a lettres.

Ce constat permet de conclure la preuve du théoréme de Cayley. Enleffésten™ 2> mots de
longueum — 2 sur l'alphabet a lettres, donc d’arbres sursommets numerotés. T

1l  Arbres couvrants

1.1 Définition

DEFINITION 25.3 (ARBRE COUVRANT). Un arbre couvranfou arbre maximgld’un graphe G, est un
graphe partiel de G qui est aussi un arbre. &

REMARQUE 25.1. On rappelle qu'un graphe partiel de G est obtenu en enlevaatéles (mais pas de
sommets) a G.

EXeEMPLE 25.10. Un des arbres couvrants (en bleu) d'un graphe donné.
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I11.1.1 Exercices

Exercice 25.11.Dessiner des arbres couvrants pour chacun des graphes suivants.

1 1w 1;_{
\\'-.\
4 4 l“'\__ 3
® e
2 2 :__,r"-"" / 4
3 ¥3 3

Exercice 25.12.Combien d'arbres couvrants différents les graphes ci-dessus g@ssis ?

[11.2  Arbre maximal de poids minimum
I11.2.1  Présentation du probléeme

On considérera le probléme suivant :

« Soit le graph& = (V, E) avec un poids associé a chacune de ses arétes. Trouvef; damarbre
maximalA = (V, F’) de poids total minimum. »

Ce probléme se pose, par exemple, lorsqu’'on désire relidiies par un réseau routier de co(t
minimum. Les sommets du graphe représentent les villes, les arétes, les sroppgibpst possible de
construire et les poids des arétes correspondent aux codts dauctiostdu troncon correspondant.

L'algorithme de Kruskal décrit ci-dessous permet de résoudre tdgme.

I11.2.2 Lalgorithme de Kruskal

Voici un algorithme célébre permettant de résoudre ce probléme :

PROPRIETE25.5 (L'ALGORITHME DE KRUSKAL) : Pour obtenir un arbre ou une forét couvrant(e)
de poids minimum a partir d’un graphe pondété-= (S, A), on procede comme suit :
1. On part du graph&’ = (S, @) (G sans aréte).
2. Tant que le nombre d’arétes @éest inférieur anin(|G| — 1, |A]), faire
— Prendre la plus petite aréte (de poids minimal) restante ans

— L'ajouter aGG’ si cela ne crée pas de cycle.
— La supprimer dé&;.

Exercice 25.13.Le tableau suivant donne les codts de construction de routes (exprienéanités
adéquates) entre six villes d’Irlande.

Athlone Dublin Galway Limerick Sligo Wexford
Athlone - 78 56 73 71 114
Dublin - - 132 121 135 96
Galway - - - 64 85 154
Limerick - - - - 144 116
Sligo - - - - - 185

Trouver une maniére de relier ces six villes, en minimisant le co(t totabdstiuction.
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Exercice 25.14.Faire de méme avec le tableau suivant, qui comptabilise cette fois-ci les kidsaatre
chaque ville (valeurs imaginaires) :

Athlone Dublin Galway Limerick Sligo Wexford
Athlone - 121 95 43 71 74
Dublin - - 72 98 115 97
Galway - - - 64 77 134
Limerick - - - - 144 126
Sligo - - - - - 85

IV Arborescence

IV.1 Définitions et exemples

IV.1.1 Définition d’'une arborescence
DEFINITION 25.4 (ARBORESCENCE. On appellearborescencein arbre avec un sommet distingué,
que I'on appelle la racine. &

NOTATION : On représente généralement une arborescence avec la racinetetuhdessin et les
feuilles en bas.

IV.1.2 Exemples

EXEMPLE 25.15. Surl'arborescence ci-dessous, laracine est le sommet<goinesets 5, 6, 7 et 9 sont
les feuilles.

EXEMPLE 25.16. Les systéemes de fichiees:{3 sous linux,nt fs sous windows, etc.) sont agenceés en
arborescence.

IV.1.3 Rang des sommets

On peut, dans une arborescence, assigner un rang aux sommets :

DEFINITION 25.5 (RANG D’ UN SOMMET). Lerangd’un sommet d’'une arborescence est la distance de
ce sommet a la racine. &

EXEMPLE 25.17. Ainsi, dans I'exemple précédent, le sommet 4 (la racine) a rang@ylmet 1 a rang
1, les sommets 2 et 10 ont rang 2, les sommets 3, 5 et 8 ont rang 3 et les sommett &nt rang 4.

DEFINITION 25.6 (HAUTEUR D' UNE ARBORESCENCH. On dira que lahauteurde I'arborescence est
le rang maximum O

EXEMPLE 25.18. L'exemple ci-dessus a une hauteur de 4.
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IV.2 Arborescences ordonnées, parcours en largeur et profaleur

IV.2.1 Arborescences ordonnées

DEFINITION 25.7 (ARBORESCENCE ORDONNEE Une arborescence ordonnést une arborescence
dont les arétes partant de chaque sommet sont ordonnées. O

Une fois qu’une arborescence a été ordonnée, il existe alors udseapation graphique canonique,
la seule qui respecte cet ordre, de telle sorte que, pour chaque aréte,

— elle posséde a sa gauche des arétes plus petites (pour I'ordre oénstié sa droite de plus

grandes arétes,

— au-dessus d’elle, les arétes sont plus petites pour I'ordre, et pindag en-dessous d’elles.

En d’autres termes, on va dans le sens des arétes croissantes quuandoamt cette représentation
canonique :

— de la gauche vers la droite,

— ou du haut vers le bas.

Il est donc possible de parler, sans ambiguité, de droite et gauchautlettbas, pour une arbores-
cence ordonnée.

REMARQUE 25.2. Une maniére détournée d’ordonner une arborescenceteansisdonner une représen-
tation graphique, et a considérer cette derniére comme canonique.

On peut étiqueter sans ambiguité les sommets d’'une arborescence erdmmmene suit :

— on attribue 0 a la racine
— puis 1, 2, 3, ... aux sommets qui sont adjacentseén respectant 'ordre des arétes issues de la

racines.

— Les étiquettes suivantes sont constituées de I'étiquette du sommet "pédikég, d'un chiffre
obtenu comme précédemment.

— Ainsi, les sommets "fils" attachés au sommet 2 seront numérotés 2.1, 2.2, 2.3,...

EXEMPLE 25.19. La figure ci-dessous illustre le procédé.

LS
[ 2
L
-
(=
el

s L 3.1
1.1 1.2 2.1 n 3.2

||!
‘T
3.1.1 3.1.2

Exercice 25.20.Etiqueter les sommets de I'arborescence ordonnée dont la repréisentanonique est
la suivante :

DEFINITION 25.8. Cet ordre des sommets (0, 1, 1.1, 1.2, 2, 2.1, 3, 3.1, 3.1.1, 3.1.2, 3.2sBap)pelé
ordre lexicographiquepuisqu’il est semblable au classement des mots dans un dictionnaire. <
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IV.2.2 Parcours en largeur, en profondeur

Définition des parcours

DEFINITION 25.9 (RRCOURS EN LARGEUR EN PROFONDEUR. Dans le cas du parcours d’une ar-
borescence en suivant l'ordre lexicographique, on parlpafeours en profondeuwfe 'arborescence,
par opposition ayparcours en largeugui serait l'ordre : 0, 1, 2, 3, 1.1, 1.2, 2.1, 3.1, 3.2, 3.3, 3.1.1,
3.1.2. O

Le parcours en largeur consiste a visiter les sommets d’'une arboresmeloninée ligne par ligne,
de la gauche vers la droite, les lignes étant parcourues du haut veis le b

Le parcours en profondeur, par contre, correspond a parabeifi@ut en bas la branche la plus a
gauche de l'arbre, puis la branche immédiatement a droite, et ainsi de sujtegjla branche la plus a
droite.

REMARQUE 25.3. Chaque sommet n'apparait qu’'une fois dans ce parcourst déubuparcours étant
justement de visiter une et une seule fois chaque sommet.

Un cas concret pourrait étre la réalisation récursive d’'un traitemaut gitaque répertoire d’'une
arborescence : on souhaite visiter chaque répertoire une et unéassule

Exercices.

Exercice 25.21.Donner la liste ordonnée des sommets visités lors d’un parcours enularged’un
parcours en profondeur, dans I'arborescence suivante :

Exercice 25.22.Réfléchir a un algorithme de parcours en largeur d’'une arboreseemdonnée.

IV.2.3 Lien avec les expressions algébriques

Arborescence d’'une expression algébrique. N'importe quelle expression algébrique comprenant des
expressions binaires, telle que I'addition, la soustraction, la multiplication etisaath, peut étre représen-
tée par une arborescence ordonnée.

EXEMPLE 25.23. Par exemple, 'aborescence ci-dessous représente $siprarithmétiquén—b) /((cx
d)+e):

- +
® “w
Fa¥
! AN
I .'-_ ®/
¢ ° ¥ »
a b f\ o
. &
c 4d
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On observe que les variables de I'expressiam(c, d ete) sont les feuilles de I'arborescence, et que
les opérations sont les autres sommets.

REMARQUE 25.4. Larbre doit étre ordonné car— b etb — a, qui ne sont pas égaux, conduisent au
méme arbre, mais pas au méme arbre ordonné.

Exercice 25.24.Construire les arborescences associées aux expressions algebriqu -+ b) * (¢ —

(d—e))et((a/b) xc) — (d—e).

Notation polonaise. Le mathématicien polonalsukasiewicza remarqué qu’en placant les symboles
des opérations binaires avant les arguments, c’est-ardiveu lieu dex + b ou /cd au lieu dec/d, nous
n'avions plus besoin de parenthéses. ..

DEFINITION 25.10 (NOTATION POLONAISE). On appelle cette nouvelle notationriatation polonaise
dans sa forme préfixée ou directe. &

Cette notation polonaise revient a effectuer un parcours en profodddiarborescence associée a
I'expression algébrique considérée.

EXEMPLE 25.25. L'expressiofia — b)/((c x d) + e) devient ainsi/ — ab + xcde.

Par analogie, en notation polonaise postfixée ou inverse, on place leslegrapres les arguments.
Certaines calculatrices - notamment des HP - utilisent la notation polonaissanver

IV.3 Exercices

Exercice 25.26.Ecrire les expressions algébriqués+ b) x (¢ — (d —e)) et((a/b) x ¢) — (d —e) en
notation polonaise préfixée, et postfixée.

Exercice 25.27.Etant donnée I'expression algébriq(@r + y) x (5a — b)?,
1. Dessinez I'arborescence ordonnée correspondante (on utilisesgmbolen pour I'exponentia-
tion).
2. Trouvez lgortéede I'exponentiation (la portée d'un sommedans une arborescence est le sous-
arbre généré pac et les sommets qui le suivent, awgoour racine).

3. Ecrire I'expression algébrique en notation polonaise directe, et s&er

IV.4 Codage de Huffman
IV.4.1 Principe

Le codage de Huffmah(1952) est un algorithme de compression sans petitssant la notion d’ar-
bres, qui permet de réduire la taille de données numériques.

Le principe, élémentaire, consiste a choisir de ne plus coder chaque lsyavea un nombre fixe
de bits, mais a coder les symboles les plus fréquents avec un plus petit rdenitite (quitte & devoir
utiliser beaucoup de bits pour les symboles les plus rares).

EXEMPLE 25.28. Par exemple, dans un texte donné; &pparait 20 fois moins souvent quesldPlutbt
que de coder chaque lettre sur un octet, on va donc :

— Coder lee par 1 (un seul bit, au lieu de 8),

— Coder lew par 010100000100 (12 bits, au lieu de 8).

Silew apparait 10 fois (donc le 200 fois), le gain sera dex 200 — 4 x 10 = 1360 bits, rien qu’en
considérant ces deux lettres.

Cet algorithme offre des taux de compression démontrés les meilleurs psgsibileun codage par
symbole, et il est assez compliqué de mieux compresser.

1. David Albert Huffman
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IV.4.2 Propriété de préfixe
Le codage ne peut pas se faire n'importe comment : il faut pouvoir @écsains ambiguité.

EXEMPLE 25.29. Sil'on décide de :

— Coder lee par 0,

— Coder lew par 010100000100,

— Coder lex par 10100000100,
Alors le texte 010100000100 pourra se traduire a la foisepaetw. On ne peut pas accepter une telle
indétermination.

Le codage de Huffman a donc une propriété de préfixe : une ségheraie ne peut jamais étre a
la fois représentative d’'un élément codé et constituer le début du cadawtre €élément.

EXEMPLE 25.30. Si un symbole est représenté par la combinaison binaire 108 Jaloombinaison
10001 ne peut étre le code d’aucune autre information.

Cette caractéristiqgue du codage de Huffman permet une codification ad’aite structure d’arbre
binaire...

IV.4.3 Méthode

On part d'une forét, constituée d’arbres a une racine et une feus, autant d’arbres que de
symboles a coder. La feuille contient le symbole, la racine contient la fréguéapparition de ce
symbole.

A chaque étape, on choisit les deux arbres x,y de racines minimales, stremlglacent par I'arbre
ayant pour racine r la somme des racines de x et y, et pour fils de r lesarbt y.

La forét finale est formée d'un unique arbre.

Le code d’'une lettre est alors déterminé en suivant le chemin depuis la @eirarbre, jusqu’a la
feuille du symbole qui nous intéresse, en concaténant successivem@oi un 1 selon que la branche
empruntée est a gauche ou a droite.

On dit que I'algorithme est de type glouton : il choisit & chaque étape les meilddix (locaux)
possibles, dans I'espoir que le résultat final sera minimal.

Voici les différentes étapes de la construction d’'un code de Huffmanljadphabet source A, B, C,
D, E, F, avec les probabilités P(A)=0.10, P(B)=0.10, P(C)=0.25, &j0p, P(E)=0.35 et P(F)=0.05.

211



EXEMPLE 25.31. Ainsi, sur la figure ci-contre, A=0111, B=010, C=10, D=081Eet F=0110.
EXEMPLE 25.32. Par exemple le mot FADE serait codé 011001110011. Pouwleigoa lit simplement

la chaine de bits de gauche a droite. Le seul "découpage" possilile, yta propriété du préfixe, est
0110-0111-00-11.
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IV.4.4  Applications

Malgré son ancienneté, le codage de Huffman est toujours au godt defaifre encore des per-
formances appréciables. Il est utilisé dans presque toutes les appbagidmpliquent la compression
et la transmission de données numériques : fax, modems, réseaux infoesaté&évision HDetc.

Les premiers Macintosh utilisaient un code inspiré de Huffman pour lageptgtion des textes :
chaque lettre faisait tantét 4 bits, tantdt 12 bits, suivant sa fréquenppatition dans le texte. Cette
méthode simple se révélait économiser 30% d’espace sur un texte moyenépague ou la mémoire
vive restait encore un composant codteux.

Le MPEG-1/2 Audio Layer 3, plus connu sous son abréviation de MP8pestitué de deux étapes
de compression :

— La premiére, avec perte, revient a la mise a I'’écart de données inaupdlel’oreille humaine.

— La deuxiéme est un codage de Huffman.

Le logiciel de compressiogzip (GNU zip) utilise Huffman (avec un autre algorithme : LZ77). Sa
version améliorée, I'algorithmbzip2 utilise la transformée de Burrows-Wheeler avec le codage de
Huffman.

Ce principe de compression est aussi utilisé dans le codage d'imagas pluf exemple partie des
spécifications des formats :

— TIFF (Tagged Image Format File) spécifié par Microsoft Corporatiofl@éus Corporation. Le
codage d'image est fait en retranscrivant exactement le contenwédian (image), en utilisant
Huffman.

— JPG (Join Photographic Experts Group), algorithme de compressiorpeaxte, dont un des élé-
ments est Huffman.

IV.4.5 EXxercices

Exercice 25.33.Construisez un codage de Huffman du message "ceciestuncodafjedati (on a sup-
primé les espaces et la ponctuation pour simplifier la construction). Il jsigurs codages de Huffman
possibles. Vérifiez la propriété du préfixe.

Exercice 25.34.Utilisez le tableau ci-dessous pour déterminer le codage de Huffman de daidan
francaise.
Fréquences d’'apparition des lettres en francais

Lettre | Fréquence| Lettre | Fréquence
A 8.40 % N 7.13%
B 1.06 % @) 5.26 %
C 3.03 % P 3.01%
D 4.18 % Q 0.99 %
E 17.26 % R 6.55 %
F 1.12% S 8.08 %
G 1.27 % T 7.07 %
H 0.92 % U 5.74 %
I 7.34% Y, 1.32%
J 0.31 % w 0.04 %
K 0.05 % X 0.45 %
L 6.01 % Y 0.30 %
M 2.96 % z 0.12%

Fin du Chapitre
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Chapitre 26

Problemes de coloration

| Présentation du probleme

.1 Un probléme historique

Une question datant de la mi-XfXreliée a la coloration de graphes planaires, est devenue célébre
sous le nom de probléme des quatre couleurs : suffit-il de quatre cepleur dessiner n'importe quelle
carte géographique ?

1- Lugembourg

2- Slovenia

3- Croatia

4- Bosnia-Herzegovine
5- Yougoslavia

6= Macedonia

7= Albania
BE- Moldavia

i Finland |

Exercice 26.1. Prenez une feuille de papier. Tracez une droite quelconque qui treleefsuille de part
en part. Recommencez I'opération n fois. Démontrez que la "carte" abisnue peut étre colorée en
deux couleurs.
[.2 Formulation en théorie des graphes

Ce probléeme a une formulation dans le langage des graphes : y a-t-il ®ugams un graphe
planaire, une application de I'ensemisiedes sommets vers un ensemble de cardinal 4, telle que deux
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sommets « adjacents » admettent toujours des images distinctes ?

PROPRIETE26.1 (THEOREME DES QUATRE COULEURE: On peut colorer les sommets d'un
graphe planaire (sans boucles) en utilisant au plus quatre couleutiedmtte que toutes les aréte
aient des extrémités de couleurs différentes.

(77]

Cette conjecture a été formulée pour la premiére fois par I'Ecossais Fauitise en 1852. || était
alors guestion de coloration de carte de géographie (voir exercicsspas).

La preuve de ce théoréme n'arriva qu’en... 1976, grace a KenngtklAg Wolfgang Haken. La
démonstration fit grand bruit car c’est le premier théoréme de I'histoirmdé®matiques qui a nécessité
'usage systématique de 'ordinateur. Le résultat de Appel et Hakedoastdélicat a prouver.

La communauté mathématique se divisa alors en deux camps : ceux pour garkntle des quatre
couleurs était définitivement démontre, et ceux pour qui tout restaitea fa

S'’il n’est pas question ici de démontrer le théoréme des quatre coutgurgerra quand méme,
dans les prochaines sections, qu’un certain nombre de résultats sumlieende couleurs nécessaires
a la coloration des sommets d’'un graphe peuvent s’obtenir sans tropfidaldi§. Le probléme de la
coloration des arétes sera lui aussi introduit.

I  Coloration des sommets

Afin d’obtenir des encadrements du nombre de couleurs nécessai@saréion des sommets d’'un
graphe, il nous faut exprimer rigoureusement le probléme de coloratiermes issus de notre théorie
des graphes...

[I.1 Rappels sur la notion de stable

On rappelle que I'on appelle stable d'un graghie= (S, A) tout sous-graphe sans aréte obtenu en
enlevant des sommetg@(ce qui entraine de fait la suppression de leurs arétes incidentes).

EXEMPLE 26.2. Dans le graphe suivant, on peut obtenir un stable en enlevaohhesets {1, 2, 4} : le
graphe résultant est sans aréte.

DEFINITION 26.1 (NOMBRE DE STABILITE). Le cardinal du plus grand stable esntembre de stabil-
ité deG %

NOTATION : On le noteu(G).
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[I.2 Le probleme de coloration

DEFINITION 26.2 (COLORATION DES SOMMETS DUN GRAPHE). La coloration des sommetsun gra-
phe consiste a affecter a tous les sommets de ce graphe une couleur dertelipie deux sommets
adjacents ne portent pas la méme couleur. &

PROPRIETE26.2 : Une coloration avek couleurs est une partition de I'ensemble des somisiets
enk stables.

DEFINITION 26.3 (NOMBRE CHROMATIQUE). Le nombre chromatiquelu graphe est le plus petit
entierk pour lequel il existe une partition dé enk sous-ensembles stables. C’est le nombre de couleurs
minimal pour colorier un graphe. &

NOTATION : Ce nombre chromatique est ngté=).
Exercice 26.3.Dans ce qui précede, on suppose que le nombre chromatique existersoPourquoi ?

EXEMPLE 26.4. Sur le graphe ci-dessous, on a eu besoin de trois couleursglorar les sommets de
sorte que deux sommets adjacents ont des couleurs différentes.

REMARQUE 26.1. La coloration minimale n’est pas forcément unique. Par exemplessiid, le som-
met 2 aurait aussi pu étre vert.

1.3 Encadrement du nombre chromatique

1.3.1 Majoration

On donne, dans les deux propriétés suivantes, deux majorations paumbge chromatique.

PROPRIETE26.3 : g(G) < r + 1, our est le plus grand degré de ses sommets.

PREUVE 10 : Soit un graphe et le degré maximum de ses sommets. Donnons-nous une palette de
(r + 1) couleurs. Pour chaque sommet du graphe on peut tenir le raisonnsumeantt :

— ce sommet est adjacent Zommets au plus,

— le nombre de couleurs déja utilisées pour colorer ces sommets est doreindé égal a.
Il reste donc au moins une couleur non utilisée dans la palette, avec laquasi@ouvons colorer notre
sommet. 1
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PROPRIETE26.4 : g(G) < n+ 1 —a(G)

PREUVE 11 : ConsidéronsS un stable dé/ de cardinak(G) : une coloration possible des sommets
consiste a colorer les sommets $le’une méme couleur et les— a(G) autres sommets de couleurs
toutes différentes.

On en déduit que(G) < 1+ (n — a(G)). T

11.3.2 Minoration

On a d'autres résultats, concernant la minoration...

PROPRIETE26.5 : Le nombre chromatique d’'un graphe est supérieur ou égalicdesthacun de
ses sous-graphes.

PREUVE 12 : Ce résultat découle de la définition méme du nombre chromatique. T

PROPRIETE26.6 : g(G) > w(G), ouw(G) désigne I'ordre de la plus grande clique@e

PREUVE 13 : Puisque, par définition, dans une clique d’ordretous les sommets sont adjacents entre
eux, il faudram couleurs pour colorier ce sous-graphe. Donc, forcément, le nonhbognatique du
graphe sera supérieur ou égal a l'ordre de sa plus grande clique. T
EXEMPLE 26.5. Dans le graphe précédant, on a utilisé trois couleurs :

18

p
On ne peut faire mieux, a cause des cliques 1-4-5 et 1-3-4.

REMARQUE 26.2. On peut déduire de la propriété précédente que tout grapsédaos un triangle ne
peut étre colorié en moins de trois couleurs.

Exercice 26.6.Que dire du nombre chromatique d’'un graphe contenant un carré fdljygone régulier
avec n sommets ?

Réponse :Il faut au minimum deux couleurs quand le nombre de sommets est pair, ejueoid il est
impair.
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Exercice 26.7. SoitG un graphe contenant’,,. Donner un minimum au nombre de couleurs nécessaires
a la coloration de ses sommets.

Exercice 26.8. Déterminez un encadrement pour le nombre chromatique du graphe :

= 3 7»

4 IFII.——I-. | 6
On vérifiera que ce graphe possede une clique d’ordre 4, et on &a t@e conséquences.

[I.4 Algorithme de coloration de Welsh et Powell

Cet algorithme couramment utilisé permet d’obtenir une assez bonne caladatiographe, c’est-
a-dire une coloration n'utilisant pas un trop grand nombre de couleeger@ant il n’assure pas que le
nombre de couleurs utilisé soit minimum (et donc égal au nombre chromatiqueghey.

Etape 1 Classer les sommets du graphe dans I'ordre décroissant de leur degré.

Etape 2 En parcourant la liste dans I'ordre, attribuer une couleur libre au premiemets sans couleur,
et attribuer cette méme couleur a chaque sommet qui n’est pas adjaq@hgai n'est pas encore
coloré).

Etape 3 S'il reste des sommets sans couleur, revenir a I'étape 2.

Exercice 26.9. Appliquer I'algorithme de Welsh et Powell pour colorier le graphe :

= 3 7»

4 IFI——I-. | 6

1.5 Exercices

Exercice 26.10.0n a vu que tout graphe contenant un triangkésj ne peut pas étre coloré en moins
de trois couleurs.

1. Construire un graphe sarfss qui nécessite également trois couleurs.
2. Comment, a partir du graphe précédent, construire un graphe Egmgcessitant 4 couleurs ?
3. Un graphe sang(; nécessitant 5 couleurs ?

Réponse : Un carré. Puis, rajouter une diagonale contenant un sommet a ce Eafiré. rajouter n
diagonales contenant chacune un sommet.

Exercice 26.11.Comment ramener la résolution d’un carré latin a un probléme de colanatégraphes ?
L'algorithme de Welsh et Powell permet-il de le résoudre pour une taillp@® une taille 4 ?

Exercice 26.12.Trouver un lien entre la résolution d’'un Sudoku et un probléme de ciidorde graphes.
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Exercice 26.13.Sept éleves, désignés par A, B, C, D, E, F et G, se sont rendudlemsahine. Le
tableau suivant, construit a partir des logs, précise «qui a joué avegaguiéseau) ».

I'éleve A B C D E F G
arencontré| D.LE | D.LE,FG| E,G | AB,E| A,B,C,D,FG| B,E,G| B,C,E,F

Sachant que chaque individu a trouvé un ordinateur libre pour travaitjee pouvez-vous dire du
nombre minimum d’ordinateurs ?

Exercice 26.14.A, B, C, D, E, F, G et H désignent huit poissons. Dans le tableau ciedsssine croix
signifie que les poissons ne peuvent pas cohabiter dans un méméuaguar

A/B|C|/D|E|F|G|H
A X | X | X X | X
B | x X | X | X
C| x X X | x| x
D | x X X X
E| | x X X | %
F X | X X
G| x| x| X X
H| x X | X

Quel nombre minimum d’aquariums faut-il ?

Exercice 26.15.Un lycée doit organiser les horaires des examens.

On suppose qu’ily a 7 épreuves a planifier, correspondant aurssamumérotés de 1 a 7, et que les
paires de cours suivantes ont des étudiants communs : 1 et2, 1l et8,1et7,2et3,2et4,2et5, 2
et7,3et4,3et6,3et7,4et5,4et6,5et6,5et7etenfinbet7.

Comment organiser ces épreuves de facon qu’aucun étudiant maisser deux épreuves en méme
temps, et cela sur une durée miminale ?

Exercice 26.16.Sept agences de voyage romaines proposent des visites de mtsatimux touris-
tiques : le Colisée, le Forum romain, le musée du Vatican et les thermesrdedlas. Un méme lieu ne
peut étre visité par plusieurs groupes de compagnies différentes le jpéme

La premiére Compagnie fait visiter uniquement le Colisée; la seconde leééddisle musée du
Vatican ; la troisieme les thermes de Caracalas; la quatriéme le musée dwaivaticles thermes de
Caracalas; la cinquieme le Colisée et le Forum romain; la sixieme le Forumaio et les thermes de
Caracalas; la septieme le musée du Vatican et le forum romain.

Ces agences peuvent-elles organiser les visites sur les trois premiessipla semaine ?

[1l  Coloration des arétes

[11.1 Présentation du probleme

La coloration des arétes d'un graphe consiste a affecter a toutes ties deéce graphe une couleur
de telle sorte que deux arétes adjacentes ne portent pas la méme couleur.
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DEFINITION 26.4 (INDICE CHROMATIQUE). L’indice chromatique du graph@ est le plus petit entier
k pour lequel il existe une coloration des arétes. &

NOTATION : On le notec(G).

EXEMPLE 26.17. Sur le graphe ci-dessous, on a eu besoin de trois couleursqtorer les arétes de
sorte que deux arétes adjacentes ont des couleurs différentes.

[11.2 Lien avec la coloration des sommets

I11.2.1 Présentation

Pour colorer les arétes d’'un graphe, on peut se ramener au prolddmealoration des sommets. I
suffit pour cela de travailler non pas sur le graphe lui-méme, mais sur leegeaijoint, noté G’, et que
I'on définit ainsi :

— achaque aréte de G = (V, E) correspond un sommetde G’ = (E, F)

— deux sommets de G’ sont reliés par une aréte si les deux arétes oadasfes de G sont adja-

centes.
On peut ensuite appliquer par exemple l'algorithme de Welsh et Powell suapaeg G’ pour col-
orer ses sommets. Une fois cela fait, on colorera les arétes de G de la mé@me goie les sommets
correspondants de G'.

I11.2.2 Exemple de coloration d’arétes

1. Ungraphe G:

2. Son graphe adjoint G’

a"l"'—'ﬁ'GE

3. Coloration des sommets de G’
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1.3 Exercice

Exercice 26.18.Dans un tournoi d’échecs, chaque engagé doit rencontrer tousitessa Chaque partie
dure une heure.
Déterminer la durée minimum du tournoi dans le cas ou le nombre d'érsgest 3, 4, 5 ou 6.

Fin du Chapitre
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Chapitre 27

Graphes orientés

| Définitions
I.1 Digraphe (graphe orienté), sommet, arc
En donnant un sens aux arétes d’'un graphe, on obtient un digi@pheaphe orienté.

REMARQUE 27.1. De 'anglais directed graph.

DEFINITION 27.1 (DGRAPHE, SOMMETS, ARCS). Undigraphefini G = (V, E) est défini par :

— l'ensemble fink/ = {vy,va, ..., v, } (V| = n) dont les éléments sont appeEmmets

— et par 'ensemble fink = {e1, ea, ...,en} (|E| = m) dont les éléments sont appetdss
Un arce de 'ensembléd est défini par une paire ordonnée de sommets. Lorsgti€u, v), on dira que
l'arc e va deu av. On dit aussi que est I'extrémité initiale et I'extrémité finale de. &

EXEMPLE 27.1. Un exemple de digraphe :

299————at

ol

Exercice 27.2. Construire un graphe orienté dont les sommets sont les entiers comjnesleet 12 et
dont les arcs représentent la relation « étre diviseur de ».

Exercice 27.3.Quel est le nombre maximal d’arétes dans un graphe orienté d’ordyai ne possede
pas d'arétes paralléles ?

EXEMPLE 27.4. Le graphe d’'une relation binaire peut étre assimilé a un grapheéorie

REMARQUE 27.2. Les graphes orientés peuvent étre représentés graphiqueorame dans le cas
non-orienté. On place alors des fleches au lieu de simples segments.
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[.2 Degré d'un sommet d’'un digraphe

Soitv un sommet d’'un graphe orienté.

DEFINITION 27.2 (DEGRE EXTERIEUR. Le degré extérieudu sommeb est le nombre d’arcs ayant
comme extrémité initiale. &

NOTATION : On le noted (v).

DEFINITION 27.3 (DEGRE INTERIEUR). Le degré intérieudu sommet est le nombre d’arcs ayant
comme extrémité finale. &

NOTATION : On le noted_(v).

PROPRIETE27.1: Ona:

Exercice 27.5.SoitG un graphe orienté quelconque. Démontrez que la somme des detyg@s®de
tous les sommets est égal a la somme de tous les degrés sortants.

Réponse Chaque aréte compte une fois dans la somme des degrés entrants et daegdea somme
des degrés sortants...

Exercice 27.6.Soit X un ensemble de lapins, et G un graphe orienté ayant X pour blesdensommets.
On dit que G est un «graphe de parenté» si les arcs de G codent la rekedie I'enfant de...». Quelles
conditions doit nécessairement vérifier G pour pouvoir étre un graighearenté ?

.3 Chemins et circuits
1.3.1 Chemin

DEFINITION 27.4 ((HEMIN). Un cheminconduisant du sommet au sommeb est une suite de la
forme (v, e1,v1, €2, V9, ..., e, Vi) OU lesv; sont des sommets{ = a etv, = b) et lese; sont des arcs
tels quee; va dev;_1 av;. O

EXEMPLE 27.7. Sur le digraphe ci-dessous, on peut voir par exemple le chemiy (v4, eq, v5).

299 ———1
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REMARQUE 27.3. Par convention, tout chemin comporte au moins un arc.
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1.3.2 Distance

DEFINITION 27.5 (DSTANCE). On appelleistanceentre deux sommets d’un digraphe la longueur du
plus petit chemin les reliant.
S'il n’existe pas de chemin entre les sommetty, on posel(x,y) = +oo. &

EXEMPLE 27.8. Par exemple, sur le digraphe ci-dessus (exemple précatient)s) = 2, d(vi,vg) =
1, d(vg,vl) = +00.

Exercice 27.9.Donnez un algorithme permettant de calculer la distance entre deux dsmreiey d'un
digraphe connexe.

1.3.3 Circuit

DEFINITION 27.6 (QRCUIT). Un circuit est un chemin aveg, = uy. &
EXEMPLE 27.10. Le digraphe ci-dessus ne contient pas de circuit.

REMARQUE 27.4. Les notions de longueur, de chemins et de circuits sont anakbge#ss des chaines
et des cycles pour le cas non orienté.

Il Digraphe fortement connexe

[1.1  Définitions

I1.1.1 Connexité forte

DEFINITION 27.7 (DGRAPHE FORTEMENT CONNEXEB. Un digraphe esfortement connexesi toute
paire ordonnéea( b) de sommets distincts du graphe est reliée par au moins un chemin. &
REMARQUE 27.5. En d’autres termes, tout sommet est atteignable depuis tous lessamiragts par

au moins un chemin.

1.L1.2 Composantes connexes

DEFINITION 27.8 (COMPOSANTE FORTEMENT CONNEXE.  On appellecomposante fortement connexe
tout sous-graphe induit maximal fortement connexe (maximal signifie qy'd pas de sous-graphe in-
duit connexe plus grand contenant les sommets de la composante). &

Exercice 27.11.Les graphes ci-dessous sont-il fortement connexes ? Si non,Zll@ume composantes
fortement connexes.

s [10 1% 12| |13 14 15 16
1

5 [ 7 B g 10 11 12
r5 6 Ir 8

1 F 3 9 1 2 3 4

Exercice 27.12.Proposez un algorithme qui détermine si un graphe est fortemenegerou non.

Indication : utilisez un systéme de marquage des sommets.
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[1.2 Circuits eulériens

PROPRIETE27.2 : Dans le cas des graphes orientés, il y a équivalence entre :
— posséder un circuit eulérien,
— étre fortement connexe, tel qde(s) = d_(s) pour tout sommet.

[l Matrice et listes d’adjacences

1.1 Matrices d’'incidence

DEFINITION 27.9 (MATRICE D' INCIDENCE ENTRANTE ET SORTANTH. On suppose que les arétes et
les sommets ont été numérotés.

On appellematrice d'incidence sortant&" la matrice dont I'élément™ (s, ¢) vaut

— 1 sile sommet est le début de l'aréte

— O sinon.

On appelle de mémmatrice d’incidence entranté™ la matrice dont I'éléments, ) vaut :

— 1 sile sommet est la fin de l'aréte,

— 0 sinon. &

DEFINITION 27.10. On suppose a nouveau que les arétes et les sommets du graphe orieittéréon
ont été numérotées, et on appelle aloetrice d’incidence de ce graphe la matrice dont I'éléméate)
vaut :

— 2 sis est une extrémité de quand: est une boucle,

— 1 sis est une extrémité de quance n’est pas une boucle,

— 0 sinon. &

REMARQUE 27.6. J est la matrice d’incidence du graphe non orienté sous-jacent, obteametagant
les arcs (fleches) par des arétes.

Exercice 27.13.Reprendre les graphes orientés dessinés dans ce chapitre, etrteocaque fois/ ™,
J~ etd.

I11.1.1 Résultats

On peut relied™ (s) (resp.d—(s)) au nombre de 1 apparaissant ddris(resp../ ), comme suit.

PROPRIETE27.3 : Soien{sy,...,s,) les sommets d'un graphe orienté. Alors
d*(s1) 1 d=(s1) 1
1. : =Jt| ¢ |et : =J | :
d™ (sp) 1 d=(sn) 1
d*(s1) 0
2. JTJ 7t =
0 d* (sn)
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Exercice 27.14.Vérifier ces résultats avec les matrices d’incidences calculées damsdies préce-
dent.

[1l.2 Matrice d’adjacence

I11.2.1 Définition

DEFINITION 27.11 (MATRICE D' ADJACENCE). On peut représenter un digraphe par oragrice d'ad-
jacence

— Les lignes et les colonnes représentent les sommets du graphe.

— Un 1 a la positioni(j) signifie qu’un arc part depour rejoindrey. &

11.2.2 Exemple

Voici un digraphe et sa matrice d’adjacence :

29—l

f'.u
S
o

=

Il
SO O O OO
_ o o O O
O OO O oo
O OO = ==
OO = O = O
SO OO O

Exercice 27.15.Décrivez le digraphe G ci-contre par une matrice d'adjacences.

AL
2 F Y
o N
8 \ ':-/___\_ — E .\5
A J :
<9 10/
3 L
44

REMARQUE 27.7. Se donner un graphe orienté revient a se donner sa matrigaceiack.
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I11.2.3 Propriétés

PROPRIETE27.4 : La matrice d’adjacence a plusieurs caractéristiques :
— Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.
— IIn'y a que des zéros sur la diagonale. Un 1 sur la diagonale indijueeboucle.
— Contrairement au cas non orienté, elle n'est pas symétrique.

PROPRIETE27.5 (NOMBRE D' ARCS DE LONGUEUR K : AF(s,t), élément & la positiofs, t) de
la puissance'k™€ de A, est aussi le nombre d’arcs de longuegui ménent de at.

PROPRIETE27.6 : Soien{sy,...,s,)les sommets d'un graphe orienté. Alors
d*(s1) 1 d~(s1) 1
Lo =AL et =AY
d* (sn) 1 d~(sn) 1

Exercice 27.16.Vérifier les propriétés ci-dessus sur la matrice d’adjacence calculéss dlaxercice
précédent. On déterminera les chemins de longueur 2.

PROPRIETE27.7 (LLEN ENTRE LES MATRICES DADJACENCE) : Soit A la matrice d'adjacence
d’'un graphe orienté, et B la matrice d’adjacence du graphe non orianiidi gst associé. Alors

Exercice 27.17.Vérifier la derniére propriété sur le digraphe ci-dessous

a1
- i
.

AL o \a
,l:'-._ __.'___:_'.al—?

=9 %10

3-. "..I P

A

[11.3 Lien entre matrices d’adjacences et d’'incidences

Les remarques précedentes permettent de conclure que se dénnér § ou A, « c'est pareil ».

Plus précisément, on a
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Exercice 27.18.0n pose

0101
1010
A= 0101
1010

1. Dessinez le graphe orienté ayahipour matrice d’adjacence.
2. Déterminez ses matrices d’incidences.
3. Vérifiez, sur cet exemple, les formules précédentes.

Exercice 27.19.A partir du graphe orienté&~, on fabrique un graphe orient& en retournant le sens
de toutes les fleches.

1. Comment sont liées les matrices d’incidencé&:det de H ?
2. Comment sont liées leurs matrices d'adjacence ?

Réponse La matriceJ ™ de GG est la matrice/~ de H, et réciproquement. Leurs matrices d’adjacence
sont transposées I'une de l'autre.

PROPRIETE27.8 : Soienty, ss,..., s, les sommets d’'un graphe orienté. Alors
d(Sl) 1
L=
d(sn) 1

PROPRIETE27.9 RELATION ENTRE.J,JT ET.J~) : On noteJ™ et.J~ les matrices d’incidences
d’'un graphe orienté, et J la matrice d’incidence du graphe non orientéi @st associé. Alors

Exercice 27.20.Vérifier ces propriété sur le digraphe ci-dessous

-l
¥ - — I
S B
B‘.'-.--./.'“-I-.__ 6 \5
,l:'-._ __.'___:QI—T
s ﬁl.lﬂ
3 \
s

[ll.4 Listes d’adjacence

On peut encore représenter un digraphe a I'aide de listes d’adjaceaenelonnant pour chacun de
ses sommets la liste des sommets qu’on peut atteindre directement en suigan{dens le sens de la
fleche).

EXEMPLE 27.21. Voici les listes d’adjacences du digraphe G :
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21’—_&‘.1

.l

OO, WNBE
SN
SRS

(o))

N

Exercice 27.22.Décrivez le digraphé&- de I'exercice précédent par des listes d’adjacences.

IV Digraphes sans circuits

IV.1 Théoréme

PROPRIETE27.10 : Le digraph& = (V, E) est sans circuit si et seulement si on peut attribuerjun
nombrer(v), appelé leang dev, a chague sommetde maniére que pour tout afe, v) de G on
aitr(u) < r(v).

PREUVE 14 : Si G comporte un circuit’, il n’est pas possible de trouver de tels nomhr@s car,
autrement, considérantj) = max{r(i)|i € C} etl'arc(j, k) € C on aurait-(j) < r(k) en contradic-
tion avec la définition de().

Réciproquement, s n'a pas de circuits, il existe au moins un sommet sans prédécesseurs dans
G (sans cela, en remontant successivement d’'un sommet a un préidgcessfinirait par fermer un
circuit). Ainsi, on peut attribuer séquentiellement des vale(ysaux sommets du graphe a l'aide de
I'algorithme qui suit, ce qui conclura la démonstration. 1

IV.2 Algorithme de calcul du rang

L'algorithme suivant permet de calculefv) pour tout sommet v du digraphe. Il permet donc de
savoir si un digraphe posséde ou non un circuit.
Au début,
- r=0,
— X est 'ensemble des sommets du digraphe.
— R est I'ensemble des sommets de X sans prédécesseurs dans X.
Tant que X n’est pas vide, faire
r(v) :=r pour tout sommet v de R,
Enlever de X les sommets contenus dans R,
Recalculer R comme ci-dessus,
Incrémenter r.
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IV.3 Exercice

Exercice 27.23.Attribuez un rang aux sommets du digraphe ci-dessous en utilisant lidigee de
calcul durang :

Fin du Chapitre
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Chapitre 28

Problemes de chemin

Algorithme de Dijkstra

.1 Présentation

Edgser Wybe Dijkstra (1930-2002) a proposé en 1959 un algorithmgeequoiet de calculer le plus

court chemin entre un sommet particulier et tous les autres.

Le résultat est une arborescence.

[.2 Lalgorithme

1.3

1. Numérotons les sommets du graghe- (V, E) del an.
2. Supposons que I'on s’intéresse aux chemins partant du sommet 1.
3. On construit un vecteur= (I(1);1(2);...;1(n)) ayantn composantes tel qué;) soit égal a la

longueur du plus court chemin allant de 1 au sommet j.
On initialise ce vecteur &, ;, c'est-a-dire a la premiere ligne de la matrice des co(ts du graphe,
définie comme indiqué ci-dessous :

0 Sit=j
+00 siit£jet(i,j) ¢ E
5(i.§) sii#jet(ij) ek

oud(i, j) estle poids (la longueur) de I'af¢, j). Lesc; ; doivent étre strictement positifs.

. On construit un autre vecteprpour mémoriser le chemin pour aller du sommet 1 au sommet

voulu.
La valeurp(i) donne le sommet qui précéddans le chemin.

. On considére ensuite deux ensembles de som$i@tdjalisé a{1} etT initialisé a{2,3,...,n}.

A chaque pas de l'algorithme, on ajout&sain sommet jusqu’a ce que = V de telle sorte que
le vecteurl donne a chaque étape le colt minimal des chemins de 1 aux somnggts de

Description de 'algorithme de Dijkstra

On suppose ici que le sommet de départ (qui sera la racine de I'acbarey est le sommet 1. Notons

gu’on peut toujours renuméroter les sommets pour que ce soit le cas.

Initialisations : — I(j) = cl, jetp(j) = NIL,pourl < j<n

— Pour2 < j < nfaire : Sicy j < 400 alorsp(j) = 1.
- S={1};T={2,3,...,n}.

Itérations : Tant quel’ n'est pas vide faire :
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— Choisiri dansT tel quel(i) est minimum
— Retireri deT et I'ajouter as
— Pour chaque successgute i, avec;j dansT’, faire : Sil(j) > (i) + d(i, j) alors

- 1(j) = l( ) +d(i, 7)
- p(j) =

.4 Exemple

15 4 y

Initialisations — S = {1};
- T =1{2,3,4,5};
— 1= (0,15,00,00,4);
= (NIL,1,NIL,NIL,1).
Premiére itération — i = 5 carl(5) = min(15,00,00,4) =4,
- S={1,5};T=1{2,3,4};
— les successeurs de 5 dansont 3 et 4;
— 1(3) prend la nouvelle valeunin(oo; 1(5) + d(5; 3))
— [(4) prend la nouvelle valeurnin(oco; 1(5) + d(5;4))
— d'ou les nouveaux vecteuts= (0,15,11,9,4) etp =

in(0o;4+7) =11; p(3) =5;

()—5
(NIL,1,551)

Deuxiéme itération — i = 4;1(4) = 9;

— S ={1,5,4}; T ={2,3};

— le seul successeur de 4 dansst 2;

— 1(2) prend la nouvelle valeurnin(oo; [(4) + d(4;2)) = min(15;9 + 3) = 12; p(2) =4,

— d’ou les nouveaux vecteurs= (0,12,11,9,4) etp = (NIL,4,5,5,1)
Troisieme itération — i = 3;1(3) = 11;

- S=1{1,5,4,3};T ={2};

— le seul successeur de 3 dansst 2;

— [(2) garde sa valeur canin(12;1(3) + d(3;2)) = min(12;11 4+ 3) = 12;

— d’'ou les vecteurs inchangés- (0,12,11,9,4) etp = (NIL,4,5,5,1)
Quatrieme itération — i = 2;1(2) = 12;

- §=1{1,5,4,3,2}; T = {}; FIN.

—1=1(0,12,11,9,4);

= (NIL,4,5,5,1).

Le chemin minimal de 1 & 4 par exemple est de colt 9. C'est le chemin 1-5-4(4a= 5 et
p(5) = L.
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.5 Exercices

Exercice 28.1. Appliquez I'algorithme de Dijkstra au graphe de I'exemple ci-dessus gouver tous
les plus courts chemins en partant des sommets 2, 3, 4 et 5.

Exercice 28.2. Expliquez pourquoi des arcs avec des poids négatifs pourraient pas@eme dans la
recherche d’un plus court chemin dans un graphe.

Il Méthode PERT

1.1 Présentation de la méthode

Le probleme du plus long chemin dans les digraphes sans circuits trouapplieation dans I'or-
donnancement et la planification des tdches composant un projet congaerxemple la construction
d’'une maison.

On fait correspondre a chaque tache un arc d'un digraphe, sa diesé&cution étant égale au poids
de cet arc.

Le digraphe refléte les précédences requises dans I'exécutionjdt piosi, la tache correspondant
al'arc(i, j) ne peut commencer que sitoutes les taches correspondant a dés aroat été complétées.
Le digraphe peut contenir des taches fictives de durée nulle afinakr frtaines précédences.

Les sommets du digraphe représentent des événements, début (faa}tidiéss correspondant aux
arcs dont ils sont I'extrémité initiale (finale). Le fait que le digraphe es$ sanuit est garant de la fais-
abilité du projet. En effet, I'existence d’un circuit impliquerait une contréoiicdans les précédences :
une tache devant en méme temps précéder et succéder une autre !

On supposera dorénavant que les sommets ont déja été numérotéswddelnzaniére compatible
avec leurs rangs, c’est-a-dire qug) > (i) impliquej > i (voir I'algorithme de calcul du rang).

En plus, si le digraphe posséde plusieurs sommets sans prédécemseungposera avoir introduit
un sommet 1 relié par un arc de durée nulle & chacun de ces sommets. Ce guiquetle début du
projet.

De méme, si le digraphe possede plusieurs sommets sans successeucs seeont reliés par un
arc de durée nulle & un dernier sommeéfin du projet).

Enfin, on supposera éliminés les arcs paralléles par I'introduction destfictiges.

[I.2 Algorithme du chemin critique

Données : DigrapheG = (V, E), sans circuits, des activités avec leur dufge

Résultat : — d; début au plus tét des activités correspondant aux(@rés partant de,
— j; fin au plus tard des activités correspondant aux @rcs arrivant &,
— durée du chemin critique.

Début: 1. Calcul des dates de début au plus t6t (récurrence en avangaredaojet)
—d1:=0
— Pourk := 2 an faire dy, := max{d; + dj;|j € P(k)}
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2. Calcul des dates de fin au plus tard (récurrence en reculant danugdt
— Jni=dp
— Pourk :=n — 1 a 1 fairej;, := min{j; — dy;|j € S(k)}
Fin.

NOTATION : P(i) = {k € V|(k,i) € E} estI'ensemble des sommets prédécesseuis de

NOTATION : S(i) = {k € V|(i, k) € E} estI'ensemble des sommets successeuts de

1.3 Définitions

DEFINITION 28.1 (SOMMET CRITIQUE). Un sommet estcritiquesid; = j;. &

DEFINITION 28.2 (ARC CRITIQUE). Un arc(i,j) estcritique si ses extrémités sont des sommets cri-
tiques etl;; = d; — d;. ¢

DEFINITION 28.3 (CHEMIN CRITIQUE). Un chemincritique est un chemin de 1.an’utilisant que des
arcs critiques, c’est-a-dire des activités telles que tout retard dansXéaution provoquerait un retard
de la fin du projet. &

DEFINITION 28.4 (DUREE DU CHEMIN CRITIQUE). La duréedu chemin critique est donnée péf
(ou parj,, les deux valeurs étant toujours égales). Elle correspond a la durée meimimprojet étant
données les durées des taches le composant et les précédeneetivessp &

1.4 Exemple

Ci-dessous le graphe des précédences obtenu avec I'algorithmerdin antique. Les sommets et
les arcs critiques sont en rouge.
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Taches| Précédences Durée [jours]
A - 3
B - 9
C - 5
D A 8
E B 4
F B 7
G B 20
H CF 6
I D, E 5

1.5 Exercices

Exercice 28.3. Refaites le graphe des précédences de I'exemple en utilisant I'algorithnohemin
critique.

Exercice 28.4.La rénovation du séjour d'un appartement se décompose en plugdaires décrites
dans le tableau ci-dessous. Ce dernier donne également les préedderespecter lors de la planifica-
tion des travaux ainsi qu’une estimation de la durée de chacune desstache

Taches Précédences Durée [jours]
A Enlévement des portes - 1/2
B Poncage et peinture des portes A 3
C Pose des portes B,J 1/2
D Arrachage des papiers peints - 1
E Tirage des fils électriques D 1
F Pose des prises E, H,I 1/2
G Ragréage des murs E A 2
H Peinture du plafond G 2
I Pose des papiers peints G 3

Peinture des cadres H, | 1

Arrachage de la moquette H, 1, J 1/2

Poncage du parquet K

Peinture du balcon -

J
K
L
M | Imprégnation et séchage du parquet L, F
N
@)

RN AR

Changement des protections solaires N

1. Représentez le graphe des précédences de ces travaux datigmov

2. Déterminez une durée totale minimale de rénovation en exhibant uirctigtique dans le graphe
précédent.
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Fin du Chapitre
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Chapitre 29

Chaines de Markov

| Généralités
.1 Présentation

Généralement, un processus stochastique est une suite d’expériemtds résultat dépend du
hasard.

Ici, nous admettrons qu’en certains temps 0, 1, 2, ..., t, nous observaystéme. Celui-ci peut se
trouver dans I'un des états d’'une collection finie d'états possibles. ¢fgbson du systéme est ainsi
considérée comme une expérience dont le résultat (aléatoire) est #ataledjuel se trouve le systéme.

Nous supposons que nous connaissons pour chaque paire détatet pour chaque instant la
probabilitép;; (t) que le processus soit dans I'éjat I'instantt + 1 étant donné qu'il se trouve dans I'état
i al'instantt. De plus, la probabilitg;; () sera supposée ne pas dépendre de

[.2 Définitions

DEFINITION 29.1 (OHAINE DE MARKOV). Un tel processus est appethaine de Markoya temps
discret et avec un ensemble fini d’états), du nom de son inventeueAAddreyevich Markov (1856-
1922). O

Avec ces hypothéses, nous pouvons décrire le systéme en donnaetitlele{u, ..., u,, } des états
u; possibles et une matride de dimensionsn x m dont le termep;; est la probabilité que le processus
soit dans I'étay a l'instantt + 1 étant donné qu’il se trouve dans I'éia I'instantt, pour tout t.

DEFINITION 29.2 (MATRICE DE TRANSITION). P est appelématrice de transitiodu systeme. <

On représente généralement P par un graphe orienté G dont les sommestpazdent aux m états
et les arcs aux couples ordonnés d’états (i,j) tels que pij>0.
.3 Exemple

Pour représenter le passage d’'une molécule de phosphore danssyatéme, nous considérerons
guatre états possibles :

[EEN

. la molécule est dans le sol,

2. lamolécule est dans I'herbe,

3. lamolécule a été absorbée par du bétail,
4. la molécule est sortie de I'écosysteme.
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La matrice de transition est la suivante :

33 4 1
5 10 10
1 2 1 0
P = 10 5 2
3 0 1 1
4 5 20
0O 0 0 1
Remarquez que la somme de chaque ligne vaut 1. Cette matrice correspoaglaia-dessous :

I.4 Propriétés

PROPRIETE29.1 : La probabilité;;(t) que le systéme soit dans I'étau temps sachant qu'il
était dans I'état au temps 0 est donné paP’); ; (le termei, j de lat-ieme puissance dB).

Si on ne connait pas I'état initial, on peut donner un vecteur de probalgilifé= (p1(0), ..., pm(0))
oup;(0) est la probabilité que le systéme se trouve dans lé&attemps 0. Si(t) est le vecteur donnant
les probabilités d’occupation des états au tem@utrement dit la distribution), nous avons :

PROPRIETE29.2 : p(t) = p(0)P?

.5 Exercice

Exercice 29.1.Un individu vit dans un milieu ou il est susceptible d’attraper une maladiepiaiire
d’insecte. Il peut étre dans I'un des trois états suivants : immurdigér{alade (//), non malade et non
immunisé §). D’'un mois a I'autre, son état peut changer selon les régles suivantes

— étant immunisé, il peut le rester avec une probabilité 0,9 ou passer & Bé&sec une probabilié

0,1,

— étant dans I'étafs, il peut le rester avec une probabilité 0,5 ou passer a I'étaavec une proba-
bilité 0,5;

— étant malade, il peut le rester avec une probabilité 0,2 ou passer a Iéatec une probabilité
0,8.

Tracez un graphe probabiliste pour décrire cette situation et écrivez teerale transition. Calculez
I'état de probabilité de I'individu au bout de trois mois, de six mois, d’undegeux ans, pour chacune
des situations suivantes :
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— au départ, il estimmunisé);

— au départ, il est non malade et non immuniSg;(

— au départ, il est malade\().

Pouvez-vous donner des éléments sur la proportion d'individus mabates la population étudiée ?

[l Distribution limite

1.1 Présentation

On constate souvent que la distributief) converge vers une distribution limitesi ¢ — oo .

DEFINITION 29.3. Si tel est le cas, on dit que cette derniere définitégime permanerdu processus
Stochastique. o

REMARQUE 29.1. Le régime permanent n’est pas influencé par le choix de la distnboti@le.

[1.2 Existence d’une distribution limite

PROPRIETE29.3 : Si la matrice de transitioR est telle qu'une au moins de ses puissances |n'a
que des termes strictement positifs, alpfs) — p quelle que soit la distribution initialg(0) et
P! — P* lorsquet — oo.

p est un vecteur de probabilité strictement positiffet une matrice dont toutes les lignes sont
identiques au vecteur limite En plus,pPx = p.

REMARQUE 29.2. La démonstration de cette condition d’existence dépasse le cazbeders.

1.3 Exercices

Exercice 29.2. Soit la matrice stochastique
0,5 0,5 0
P=|05 0 0,5
0 1 0

Montrez que la chaine de Markov définie gaconverge et calculez la distribution limite.

Exercice 29.3. Soit la matrice stochastique

33 4 1
510 10
o2z 1
P=|10 5 2
3, 11
1 5 20
0 0 0 1

Montrez que la chaine de Markov définie par P converge et calculezttibdigon limite.
Exercice 29.4.Un service de météo a constaté aprés de longues années que le teihfesajdemain

dépend essentiellement du temps qu'il faisait hier et du temps qu'il faitiedifai. Les probabilités de
transition ont été établies ainsi :
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Hier Aujourd’hui | Beau demain Mauvais demain

Beau Beau 0.8 0.2

Beau Mauvais 0.4 0.6
Mauvais Beau 0.6 0.4
Mauvais| Mauvais 0.1 0.9

— Modélisez ce processus a I'aide d'une chaine de Markov.
— Calculez le nombre moyen de jours de beau temps par année.

Exercice 29.5.Un ivrogne se déplace dans les quatre bistrots d'un village, d’'une mabién person-
nelle : en sortant d'un bistrot, il lance une piece de monnaie pour savaiisdequel des deux autres
bistrots les plus proches il entrera.

Ces quatre bistrots forment les sommets d’un carré.

1. Modélisez ce processus a I'aide d'une chaine de Markov.
2. Montrez que cette chaine de Markov n’a pas de distribution limite.

I Chaine absorbante

1.1 Généralités

I11.1.1 Définitions

DEFINITION 29.4 (ETAT ABSORBANT). Un état absorbargst un état que I'on ne quitte plus lorsqu’on
y pénétre. &

REMARQUE 29.3. Autrement dit, I'étaj est absorbant gi;; = 1.

DEFINITION 29.5 ((HAINE DE MARKOV ABSORBANTE). Une chaine de Markov est absorbante si et
seulement si :

1. il y a au moins un état absorbant
2. de tout état non absorbant, on peut atteindre un état absorbant. &

EXEMPLE 29.6. Par exemple, I'état 4 ci-dessous...

...est un état absorbant. Comme on peut atteindre cet état depuis tousdeslautnaine de Markov
est absorbante.
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I11.1.2 Propriété

PROPRIETE29.4 : Pourtoute chaine de Markov absorbante et pour tout état de,dégrobabilité
de se trouver dans un état absorbant au ten@sd vers 1 lorsquétend vers l'infini.

[11.2 Délais d’absorption et probabilité d’absorption
I11.2.1 Présentation

Lorsque I'on a affaire & une chaine de Markov absorbante, on eStajément intéressé par les deux
guestions suivantes :

— Combien de temps faudra-t-il en moyenne pour arriver dans un étabalns, étant donné son état
initial ?
— S'il existe plusieurs états absorbants, quelle est la probabilité de tomheudaétat absorbant
donné?
I1.2.2 Forme canonique de P

Si une chaine de Markov est absorbante, on placera au début leab&atbants ; on aura alors une
matrice de transition de la forme :

1|0

R|Q

I est une matrice unité et 0 une matrice de O.
Dans I'exemple du phospore vu précédemment,

nous avons (I'ordre des états est 4-1-2-3) :

1 0 0 O
1 3 3
0 5 10 0
P:OI21
11305%
0 1 05
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I11.2.3 Matrice fondamentale

DEFINITION 29.6 (MATRICE FONDAMENTALE DE LA CHAINE ABSORBANTE). La matriceN = (I —
Q)~! est appelée lmatrice fondamentale de la chaine absorhante &

I11.2.4 Résultats

=)

PROPRIETE29.5 : Le nombre moyea;; de passages a I'état(non absorbant) avant I'absorptio
quand on part de I'état(non absorbant) est donnée par= (IN);;.

PROPRIETE29.6 : Le nombre moyen d'étapes avant absorption sachant que Ilfoalgdétat:
(non absorbant) est la somme des termes de&hae ligne deV.

EXEMPLE 29.7. Toujours dans I'exemple du phosphore, on a :

3 3 9 2 =3 320 160 100
? 120 1 51 130 1 1A 93170 63470 43070
Q=1 5 2 [ 1-Q@=| - 5 —2 [ dUN={-Q)-1=| 17 7 111
30 1 3 g 4 300 150 140
4 5 4 5 37 37 37
D’ou le nombre moyen d’'étapes avant absorption en partant de I'été820:% 160 + 100) / 37 =

15.67

PROPRIETE29.7 . Dans une chaine de Markov absorbante &etise sous forme canonique, le
termeb;; de la matriceB = INR est la probabilité d’absorption par I'état absorbaistachant que
I'on part de I'étati.

EXEMPLE 29.8. Dans I'exemple du phosphore, on a:

1 320 160 100 L
B hodh om0 )_(1
1 300 150 140 1 1
20 37 37 37 20

La probabilité d’étre absorbé par I'unique état absorbant est 1 geeedajt I'état initial !

I11.3 Exercices

Exercice 29.9. Considérons un joueur qui posséde 2 francs initialement. A chaque étajee! il peut
gagner 1 franc avec probabilité p ou perdre 1 franc avec probabilité lL-garréte lorsqu’il a gagné 4
francs ou lorsqu’il a tout perdu.

1. Représentez cette expérience par une chaine de Markov.
2. Avec p = 1/3, calculez la probabilité de la ruine du joueur.
3. Avec p = 1/3, calculez la longueur moyenne d’'une partie.
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Exercice 29.10.Monsieur X se rend au Salon du Livre de Rigoleville dans I'espoir de troenvin un
exemplaire du livre de Stendhal Le Rose et le Vert. Le Salon compte cirily €hles organisateurs se
sont amusés aux cours des années précedentes a construire laendasiprobabilités de transition des

visteurs d’un stand & un autre :
de a | Stand 1| Stand 2| Stand 3| Stand 4| Stand 5
Stand1| O 0,8 0 0 0,2
Stand2| 0,2 0 0,5 0,3 0
Stand 3 0 0 0 0,6 0,4
Stand 4| 0,9 0 0,1 0 0
Stand 5| 0,8 0 0 0,2 0

Sachant que seuls les stands 4 et 5 disposent du livre recherché &tapsieur X commence par
visiter le stand 1, quelle est la probabilité qu’il achéte son livre au stand 4 ptut@u stand 5 (Monsieur
X achétera le premier exemplaire qu’il trouvera) ?

Exercice 29.11.Considérons une série de jets d'une pieéce de monnaie normale. Om fofEur pile
et F pour face.

1. Quelle est la probabilité d’obtenir une séquence PFP avant une ségquePP ?

2. Quel est le nombre de jets nécessaires en moyenne pour réaliseidas deux séquences PFP et
PPP?

Exercice 29.12 (La parade nuptiale des bourdons)Une séance d’accouplement peut se décomposer
en 7 phases :

Départ (D) : mise en contact des bourdons méle et des reines.

Approche (App) : un méale se dirige vers la reine. Il s’approche a courte distance. leestmportement
le plus fréquent et souvent suivi d'une récidive.

Inspection de la femelle (IF) : le méle suit la reine avec ses antennes tendues vers elle. Il inspecte
souvent la reine au niveau de la téte (région ou se trouvent les glanddsipant les phéromones
sexuelles), mais parfois au niveau de I'abdomen.

Tentative d’accouplement (T) : le male s’approche de la reine, il s’accroche a elle. Il frotte de ses pat-
tes antérieures I'extrémité de I'abdomen de la femelle. Il sort ses génifaligsreil reproducteur)
et tente de pénétrer la reine.

Accouplement (Acc) : lors de I'accouplement, le comportement du male se caractérise pandesge-
ments de battements des pattes sur I'extrémité de I'abdomen de la reine.

Sortie par abandon du méle (SA) : lors de la séquence de 15 minutes, le bourdon male peut adopter
un comportement indifférent vis-a-vis de la reine; il sort de la paradptiale et n'y revient
jamais.

Sortie pour dépassement du temps (ST) I'observation est limitée a 15 minutes. Aprés cette durée, la
probabilité d’accouplement peut étre considérée comme presque nulle

Voici les statistiques obtenues pour 78 séances d’accouplement ematlzib®m : par exemple App
suivide T = 202...

App| T | IF | Acc| ST| SA| Total
D 78 0 0 0 0|0 78
App| 614 | 202|87| O |16| 8 | 927
1
8

IF | 83| 0 | 0| O |3 87
T 152 0 | 0| 35| 7 202
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Dessinez le graphe de transitions d'une parade nuptiale de bourdons
Calculez les probabilités de transition d’'un état a un autre et ajouteztlegaphe.
Donnez la matrice correspondante de la chaine de Markowv.

Adaptez votre programme simulant une chaine de Markov (voicieret sur l'introduction aux
chaines de Markov) a la situation présente. Utilisez ce programme poufesinme parade nup-
tiale de bourdons.

Cette chaine de Markov est une chaine absorbante. Quel est leenomolyen d’étapes avant
absorption ? Trouvez le résultat théoriguement et par simulation.

Fin du Chapitre
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Sixieme partie

Annexes
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Chapitre 30

Programme Pédagogique National 2005
(PPN)

\oici le contenu de I'Unité de Formation Mathématiques Discrétes (TC-CCGH¥1A du PPN
actuel :

Volume horaire : 70 h
Pré-requis : aucun.

Objectifs : — Connaitre le calcul booléen.
— Calculer dans zZ/nZ.
— Connaitre les notions de base en théorie des graphes, des langéega@bmates.

Compétences minimales :— Mettre en ceuvre des schémas de raisonnement (contraposéegabsurd
récurrence, etc.).
— Mettre en ceuvre des algorithmes d’arithmétique (Euclide, Bézout, etc.).
— Faire le lien entre langage usuel et langage formalisé (propositionsditgts).

Contenu : — Vocabulaire de la théorie des ensembles, relations, ensembles ordonnés
— Logique : calcul propositionnel et calcul des prédicats.
— Arithmétique : nombres premiers, division euclidienne, congruences.
— Eléments de théorie des graphes : graphes orientés et non orientés.
— Eléments de langages et d’automates.

Indications de mise en ceuvre :Exemples d’algorithmes de plus courts chemins, de parcours et d’arbre
couvrant de poids minimum.

Prolongements possibles = Exemples de raisonnement par récurrence (en liaison avec les @nseign
ments d’algorithmique).

— Développement des liens avec les enseignements d’informatique, enlgarticArchitectures,
Systémes et Réseaux » et « Outils et Modeéles du Génie logiciel » (algédirermeelle, etc.).
Chainage avant et chainage arriere.

Résolution d’équations en nombres entiers.
Cryptographie (RSA, méthode du « sac a dos », etc.).
Codes correcteurs et codes détecteurs d’erreurs.

246



Bibliographie

[CL93] René Cori and Daniel Lascdrogique mathématique, cours et exercidessson, 1993.

[Dow07] Gilles Dowek. Les Métamorphoses du calcul, une étonnante histoire des mathématiques
Editions le Pommier, 2007.

[LBDGO7] Thierry Lucas, Isabelle Berlanger, and Isabelle De Gréwitiation a la logique formelle
Editions De BOECK Université, 2007.

[Lip90]  Seymour LipschutzMathématiques discréte®cGraw-Hill, 1990.

[McC64] J. McCarthy. A basis for a mathematical theory of computation. .IBrBfford and
D. Hirschberg, editorsCcomputer Programming and Formal Systempages 33—70. Ams-
terdam : North-Holland, 1964.

[Smu98] Rayomond Smullyar€a y est, je suis devenu fou Dunod, 1998.

247



Bibliographie (suite)
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