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Chapitre 1

Suites nuneriqgues

DEFINITION 1 (SUITE). Une suiteu est une application d’une partie tedansR ou
C. On noteu,, au lieu deu(n) sa valeur em € N. &

1.1 Notions de base

1.1.1 Monotonie

DEFINITION 2 (CROISSANCE DECROISSANCE MONOTONIE). Une suite est dite crois-
sante lorsqu’elle vérifie

Upi1 = Uy, VN € N
et strictement croissante en cas d’inégalité stricte.

On parle de suite (strictement) décroissante lorsquédafité est dans l'autre sens.
Une suite vérifiant I'une de ces propriétés est dited&ment) monotone. &

Exercice 1. Donnez des exemples de suites qui ne sont pas monotones.

PROPRETE | : Pour montrer gu’une suite est croissante, il suffit defig@rfune
des propriétés suivantes :

1. w1 —u, = 0,¥n € N (ou au moins a partir d’'un certain rang), valab
pour toutes les suites.

2 Unp+1
U,

3. f' = 0 pour les suites de la formg, = f(n).

e

> 1, valable pour les suites strictement positives




n

. . . . . 3
Exercice 2. Etudiez la monotonie de la suitg = —-
n:

Exercice 3. Faire de néme avea,, = o
nn

DEFINITION 3 (SUITES STATIONNAIRES). Une suite est dite stationnaire lorsqu’elle
est constante (au moins a partir d’'un certain rang). &

1.1.2 Convergence d'une suite

DEFINITION 4 (CONVERGENCE B UNE SUITE (VERSION INTUITIVE)). Une suiteu
converge vers une limitelorsque ses termes se rapprochent indéfinimeht de <

REMARQUE 1. C’est-a-dire qu’'a partir d’'un certain rang, tous lasites de la suite
sont dans lintervallel/f0,001 ;/+0,001] (sont proches dea 0,001 pres fu, — | <
0,001)...et gu’'a partir d’'un autre rang, tous les termes de leess@ront dans l'inter-
valle [[-0,000001 7+0,000001], etc.

Bref, aussi pres que I'on se place de la valkuky aura un rang a partir duquel
tous lesu,, seront la.

En d’autres termes, aussi petite que soit la vatgurexistera un rangV a partir
duquel tous les,, seront proches deac-pres :

DEFINITION 5 (CONVERGENCE (VERSION RIGOUREUSE). Une suite: converge vers
une limitel si et seulement si

Ve > 0,IN e NNVn > N, |u, — 1| <e

Exercice 4. Montrez, en utilisant la éfinition piecdente, que la suite, = — converge
n
vers 0.



Exercice 5. Montrez, en utilisan& nouveau la dfinition rigoureuse de convergence,
que siu converge, alorsu,, .1 — u,| tend vers O (ecart entre deux termes ca@witifs
s’amoindrit incefiniment).

REMARQUE 2 (THEOREME DES GENDARMEY. On rappelle que, lorqu’une suite
est encadrée par deux autres suites, qui admettent la hmaitee/, alorsv tend aussi
versl.

: - . -1
Exercice 6. Calculez la limite de la suite, = 0,5 + u
n

1.1.3 Divergence d’une suite

DEFINITION 6 (SUITES DIVERGENTES. Une suite qui ne converge pas est dite di-
vergente. &

REMARQUE 3. Un cas particulier se dégage : celui ou la suite deviaasiagrande
(positivement, ou négativement) que I'on veut, c’esti@ quand elle tend vers un in-
fini.

Pour traduire rigoureusement ce comportement{ea, par exemple), on I'ex-
prime de la maniére suivante : aussi grande que soit lawvalgiiexiste un rangV a
partir duquel tous les termes de la suite sont au-dessus.de

PROPRETE Il (DIVERGENCE EN-+o00) : Une suite tend versoo si, et seulement
Si
VA>0,3N e N,¥n > N,u, > A

(On a la méme expression pour la divergence-en).




Exercice 7. Montrez que la suite,, = n? tend verstoo.

Exercice 8. Etudiez la limite de la suite,, = —2/n + 1.

REMARQUE 4. Dans le cas d’'un polyndme ou d’une fraction rationnelle ¢comme
dans I'exercice précédent), on rappelle qu’il suffit dettneeen facteur les termes de
plus haut degré du numérateur et du dénominateur (ceaguapparaitre des termes
négligeables).

2
Exercice 9. Montrez, en utilisant la propéte preccdente, que la suite, = %
n

tend verstoo.

. . 2n? —1
Exercice 10. Calculez la limite det, = ——.

n?+3

. . . n?+3n+1 n®—1

Exercice 11. Etudiez la convergence des suitgs= ——— etv,, = ———
n+ 2 n?+4

Exercice 12. Appliquez la rdme icte pour calculez la limite de,, = /n — 2n.

1.1.4 Monotonie et convergence



PROPRETE Ill : Etant donnée une suite croissante, deux cas peuvent sgnerod
— la suite est majorée, donc elle converge,
— la suite n’est pas majorée, donc elle diverge vess.

REMARQUE 5. On a un énoncé analogue en remplagant majorée paréeirei crois-
sante par décroissante.

Exercice 13. Etudiez la convergence de la suitefihie par

wy =2 € Ry, upry =In(1+uy,)

. . . - 1 1 1
Exercice 14. Soitu la suite t.finie parvn € N*, u,, = 1 + 2 + 3 +...4+—.
n

1. Montrez que la suite est croissante.

2. (a) Demontrez que&m € N* ug,, — U, =

N | —

(b) Déduire de l'iregalite precedente (appligéea plusieurs termes de la suite)

n
que'l,LQn 2 1 + 5

3. En ceduire que la suite, n’est pas majage. Quelle est sa limite ?

1.1.5 Suites adjacentes

DEFINITION 7 (SUITES ADJACENTEY. Deux suites: etv sont dites adjacentes lorsque
l'une croit, l'autre décrotit, et I'écalt.,, — v, | tend vers O. &

PROPRETE IV : Deux suites adjacentes convergent, et vers la méme limite




Exercice 15. Montrer ce Esultat fondamental des suites adjacentes. On pourragoieic
ainsi (en supposant queest la suite croissante) :

1. Montrer quevn, u,, < vy, €t qUevn, v, > uyg.

2. u est une suite croissante et mage; donc converge vets. De néme mutatis
mutandigpour v, versl,.

3. Utilisez enfinu,, — v,,| — 0 pour prouver qué, = [,.

Exercice 16. Soient
"1 1
un:;ﬁetvn:u,ﬂrg.

1. Montrer que ce sont des suites adjacentes (donc conves)en
2
2. Montrez que% — u, < 107* & partir d’'un certain rang (on ne demande pas

une cemonstration, mais une&solution nurarique.)

1.2 Notions avanees

1.2.1 Suites de Cauchy

DEFINITION 8 (SUITES DE CAUCHY). Les suites telles que I'écart entre deux termes
consécutifs s'amoindrit indéfiniment, sont appeléeteswde Cauchy. &

Les suites de Cauchy d’'un espace donné sont donc les sustagsibles de conver-
ger.

REMARQUE 6. Il existe des définitions plus rigoureuses des suitesaleldy, qu'il
conviendrait de comprendre, comme :

lim Sup |r, — 14 =0
nopag>n

Ou encore
(Ve > 0)(3N € N)(V(p,q) € N*), |r, — 1y <



PROPRETE V (CRITERE DE CAUCHY) : Une suite de nombres réels ou com-
plexes converge si et seulement si elle est de Cauchy.

S'’il est clair qu’'une suite convergente vérifie la proggigle Cauchy (I'écart
entre deux termes successif s’amoindrit indéfiniménil ne faut pas croire que la
réciprogue est assurée.

Dans les espaces raisonnables, conitneu C, cette réciproque est assurée :
une suite dont I'écart s’Tamoindrit indéfiniment, est cengente (c'est, précisément,
le critere de Cauchy)... MAIS il existe des suites de Cauatyconvergentes, des que
I'on ne se place plus daf&ouC.

EXEMPLE 1. On définit une suite : N — Q par
E (10")
BT
dont les premiers termes sont 3; 3,1; 3,14 ; 3,141 etc.

Cette suite de rationnels vérifie le critere de Cauchysmai pas de limite (dans
son ensemble d’arrivé@.

DEFINITION 9 (ESPACES COMPLET}. Les espaces particuliers dans lesquels les suites
de Cauchy sont toutes convergentes, sont apesiéaces complets &

EXEMPLE 2. R etC sont complets, paS.

REMARQUE 7. Le terme complet est bien choisi.

REMARQUE 8. Cette notion de suites de Cauchy est fondamentale, at guagnla
construction standard de utilise les suites de Cauchy dg

R est le complété d@ : un nombre réel est, par définition, la limite d’'une suiée d
Cauchy de rationnels.

Donnons encore quelques propriétés des suites de Cawemt, de clore ce para-
graphex« culturel».
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PROPRETE VI : Toute suite de Cauchy est bornée.

1.2.2 Valeurs d’adrerence

DEFINITION 10 (VALEUR D’ADHERENCE). On appellevaleur d’adhérencéd’une suite,
toute valeur a proximité de laquelle la suite revient imfient souvent. &

Exercice 17. Trouvez une suite :
1. n‘admettant aucune valeur d’aédfence,
2. ayant une unique valeur d’aérence,
3. ayant trois valeurs d’addérence,
4. ayant une infin& de valeurs d’aderence.

PROPRETE VIl : Une suite est convergente si et seulement si elle admet|une
unique valeur d’adhérence.

REMARQUE 9. Cela, bien sir, dans des espaces raisonnables. On grhaader si
cette équivalence est toujours vérifiée...
Les plus curieux pourront se renseigner sur la notion de=spaéparées.

PROPRETE VIIl : Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.€Si ell
en a une, elle converge.

1.3 Suites Fecurrentes

DEFINITION 11 (UITE RECURRENTE. Une suite est récurrente lorsqu’il existe une
fonctionf telle que

Un4+1 = f(“n)

11



1.3.1 Suites arithnétiques
DEFINITION 12 (UITE ARITHMETIQUE). Une suite est arithmétique lorsque I'écart
entre deux termes successifs quelconques est constant :
Up4+1 — Up =T
Cette constante est appelée la raison de la suite arithmétique &

REMARQUE 10. De telles suites sont donc pleinement définies par pgaraier terme
et leurs raisons.

REMARQUE 11. La monotonie d’'une suite arithmétique ne dépend wament que
du signe de; quant a la convergence, elle n’a lieue que lorsqee0 (dans les autres
cas, la suite diverge vers I'un des deux infinis).

La relation fondamentale entre deux termes quelconquegduite arithmétique
de raison- est :

PROPRETE IX : Pour toute suite arithmétiquede raison-, on a

Y(n,p) € N2 u,, = u, + (n —p)r

EXEMPLE 3. u,, = ug + nr

EXEMPLE 4. u,, = u; + (n — 1)r.

PROPRETE X : La sommeS de termes en progression arithmétique est donnée

par

remier terme + dernier terme
S = (P rjnx nombre de termes

2
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(o + un)(n +1)
2

EXEMPLE 5. ug +uj + ... +uy, =

(ug + up)n

EXEMPLE 6. uy + us + ... + u, = 5

(n+1)n

EXEMPLE7. 14+2+4...4+n = 5

1.3.2 Suites gonetiques

DEFINITION 13 (UITE GEOMETIQUE). On a affaire a une suite géométrique lorsque
I'on passe d’un terme a son successeur en multipliargsyaiqGuement par une constante
q, appelée raison de la suite géométrique :

Vn € N, u, 1 = q.uy,

REMARQUE 12. Comme pour les suites arithmétiques, on détermineptEiament
les suites géométriques en se fixant une raison et un tgranexemple, le premier).

PROPRETE XI : On obtient len’*™ terme a partir dp™¢ par la formule

Y(n,p) € N2 u, = upq" P

EXEMPLE 8. u,, = upq".

EXEMPLE 9. u,, = u1¢" .

13



PROPRETE XII (CONVERGENCE DUNE SUITE GEOMETRIQUE) : La conver-
gence et la monotonie d’'une telle suite déependent de laiveks; :
— sig > 1, alors la suite tend versoo en croissant, ou versoo en décroissant
(selon le signe du premier terme),
— sig = 1, la suite est constante,
— si—1 < ¢ < 1 la suite tend vers 0, et il N’y a monotonie que dans le cas ou
q est positive,
— sinon, il n’y a ni convergence, ni monotonie (la suite estdgpositive, tantdt
négative).

REMARQUE 13. Ces résultats, comme tant d’autres, sont a compreednen a ap-
prendre par coeur.

Exercice 18. Etudiez la limite des suites

3(0,2)" — 1
U, = ——— etoy, = .
(0,2)"+4 n+1

PROPRETE XIll (SOMME DE TERMES : La sommeS de termes en progressio
géométique, de raison differente de 1, est donnée par

>

g premier term; o I’aiSOﬁmmbre de termes

1 — raison

1 _ qn+1

EXEMPLE 10. ug + uy + ... + u,, = ug 1
—dq

EXEMPLE 11. uq + usg + ... + u, = U



Exercice 19. Calculez la somme

S=1+2+4+8+...4+256

Exercice 20. Calculez la somme

s—1+1+ + !
5 25 T 9765625

Exercice 21. Calculez de rame

S—1+ L +...+ !
81 243 77T 19683

1.3.3 Suites arithnético-geométriques

DEFINITION 14 (UITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES). Ce sont les suites de la
formeu, | = au, + b. &

EXEMPLE 12. En faisant a=1, on retrouve les suites arithmétiquesn @osant b=0
on retrouve les suites géométriques.

REMARQUE 14. Pour les étudier, on posg = u,, + a%l et on vérifie que I'on a alors
vni1 = av, . la suitev est géométrique, donc on peut se référer a I'étudegaénte
pour la connaitre en détail (et donc estimer par-la mEne®mportement de la suite
d’origine u).

15



1.3.4 Suites éfinies par une ecurrencea deux termes

DEFINITION 15 (SUITES RECURRENTESA DEUX TERMES). Ce sont les suites de la
formeu,, ;5 + au, 1 + bu, = 0. &

EXEMPLE 13. 3u,19 = Dpi1 — Usp.

PROPRETE XIV : Pour obtenir les expressions explicitag €n fonction dex ex-
clusivement) de toutes les suites de cette forme, on ré'&outation du second
degrér? + ar +b =0, et alors

— siA > 0, on trouve les solutions, etr, de cette equation, et alors

Up = 017’111 + CQT;L

ou C et 5 sont deux constantes qui peuvent étre déterminéeg gnac
deux premiers termes.
— siA =0, le trindbmer? + ar + b = 0 admet une racine doublg, et alors

u, = Cirj + Conry

Exercice 22 (Suite de Fibonacci)La suite de Fibonacci esédinie par la relation de
récurrence :

u=1l,u; =1
Vn € Ny tupio = Upiy + Uy
1. Calculez les premiers termes de la suite.
2. Exprimez,, en fonction dex (uniguement).

Exercice 23. Soitu,, la suite cfinie paruy = 0,u; = 1, et

6 Upy2 = 5 Up1 — Un

16



Déterminer une formule explicite pouy,, et en é@&duire la valeur de

n
n—00
k=0

1.3.5 Cas @nréral des suites @éfinies par iteration

DEFINITION 16 (UITES DEFINIES PAR ITERATION). Ce sont les suites de la forme
unr1 = f(uy,), qu'il convient de distinguer des suites de la forme= f(n); elles
sont généralement plus difficiles a étudier. O

REMARQUE 15. Les propriétés de telles suites dependent de cedlds fhnctionf,
et comme celle-ci voit son comportement changer seloretatlle ou I'on se trouve,
on est souvent amené a étudier les intervallee stabilité def : ceux qui vérifient
f(I) C I. En effet, si un terme de la suitg tombe dans un tel intervallg alors tous
ses successeurs restent dangn sait ce que fait la suite.

Par exemple, sf est croissante sur un intervalle de stabilitéet si unu, tombe
dans/, alors la suite devient croissante a partir de ce rang,st¢ ans | : elle est
croissante et majorée, donc convergente (on n'a pas déagéanalogue lorsque la
fonction est décroissante.)

Dans le méme esprit, gi est continue, alors la limiteen est un point fixe : elle
vérifiel = f(1).

Enfin, a partir du graphe de la fonctigh on peut obtenir graphiquement chacun

des termes de la suite (sans avoir a les calculer) et comgenn comportement glo-
bal.

17



L'étude
des suites non convergentes de ce type est un sujet a la medeune des approches
possibles de la théorie du chaos, et si la démonstratismaeltats, méme les plus
simples, s’avere tres délicate, il est par contre ais&pdorer informatiquement les
comportements de ces suites, faisant en particulier ajpgades fractales.

Exercice 24. Etudiez, en utilisant le @aadent cheminement, la suitéfahie par

2

n*

Uy € Ryupig =uy —u

Exercice 25. On suppose que est une suite&elle sans prol@me de éfinition, et qui
verifie

1
un+1:4<1——),Vn€N

Unp,

18



1. Démontrez que s, ) converge, alors sa limite est 2.

2. Exprimez., 1 — 2 en fonction de:,, — 2 [astucieux]. A quelle condition sur,
existe-t-iln tel queu,, = 27?
3. On suppose que, est diferent de 2, et oné&finit une nouvelle suite par v,, =
1

Up — 2
(a) Montrez que» est arithnétique.
(b) Exprimezu,, en fonction de:, et den.

(c) Etudiez la convergence de

1.4 Exercices

. . . 1
Exercice 26. Etudiez la suite:,, = n”sin Kn + 5) w} .

Exercice 27. Etudiez la convergence de la suiteéfinie par

uy = x € [0;37], 1 = u, + sinu,

Exercice 28. Soientu etv deux suites telles que

lim u, =-1, et lim v, =+00
n—-400 n—-400

etA > 0.
1. Montrez qua partir d’'un certain rangu, € |—1,5; -0, 5[, etv, > A,
2. En ctduire qudim(u,v,) = —oo.
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Exercice 29. Etudiez la convergence de la suitg = (1 — —) .
n

Exercice 30. Faire de néme avec la suite,, = sin Ty,
3n+1

Exercice 31. Etudiez la convergence des suites

1. u,=+vn+1—+/n,
2. v, = ntiz) (=1) ,
n—(=1)»

L
3. Wy = E Zk:O k!

Exercice 32. Etudiez la suite éfinie par

2u, — 1
Up +4

Uy = 3, Upg1 =

Fin du Chapitre
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Chapitre 2

Continuite

2.1 Langage de la continuig

2.1.1 Definition de la continuité

DEFINITION 1 (CONTINUITE). Soit f une fonction définie sur un intervalle a va
leurs réelles, et € 1.

— f est continue en lorsquef admet une limite en égale &f (a),

— f est continue sur l'intervallé lorsqu’elle I'est en tout point de |. &

REMARQUE 1. Une fonction a valeurs complexes est continue si et sariési ses
parties réelles et imaginaires le sont.

REMARQUE 2. En premiere approximation, une fonction est continusjoe sa courbe
est en un seul tenant (on peut la tracer sans lever le crayon).

REMARQUE 3. On parle de continuité a droite (resp. a gauche) Emsque la limite
précédente est ert (resp. eru ). Une fonction est alors continue ersi et seulement
si elle I'est a droite et a gauche en

2.1.2 Exemples de fonctions continues

1. les fonctions polyndmes, sinus et cosinus sont COndisueR,
2. lafonction racine carrée est continue Bur-oo|,
3. la fonction partie entiere :

F: R — N
r — ntelqguen<z<n+1

est discontinue en tout point de (elle est continue a droite en ces points), et
continue partout ailleurs.
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4. la fontion exponentielle est continue SRy la fontion logarithme népérien est
continue sur son domaine de définitidf, (-oo).

5. la valeur absolue est continue &ur

REMARQUE 4. Si les fonctions usuelles sont en général continuegpsasque) tout
leur ensemble de définition, il ne faudrait pas voir en celanggle générale : il existe
en effet des fonctions discontinues en tout point. La famctiaractéristique des ra-
tionnels (qui vaut 1 st est rationnel et 0 sinon) en est un bon exemple.

Exercice 1. m désigne ungel, etf la fonction definie surR par

-z stx <0
flx) =< a? si0<z<l1
mr—1 sitx>1

1. On choisitn = 1.
Tracez la courbe ref@sentative d¢ dans un repre. La fonctiory est-elle conti-

nue?
2. Pour quelle valeur de: la fonction f est-elle continue suR ?

2.1.3 Prolongement par continuié
Il arrive frequemment qu’une fonctiofisoit définie sur un intervallé privé d’'un
pointa.

Si la fonction considérée admet une limite (finiegn ce point, alors il est évident
que sil'on posef(a) = L, on prolonge ainsf en une fonction continue sur

. . |
Exercice 2. Montrez que la fonctiorf (z) = x cos — définie surR* peut se prolonger
i
par continuié en 0.

Exercice 3. Montrez de rdme que la fonctiorf(z) = MY definie surk* peut se
Xz
prolonger par continui en 0.
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2.1.4 Introduction aux déeveloppements limiés

Une fonctionf définie sur/ est continue el € [ si et seulement s’il existe une
fonctione telle que

fla+h)= f(a) +(h), et liéna =0.

Ainsi f(a) est la meilleure approximation constantefdau voisinage de. (Se repor-
ter au chapitre correspondant pour de plus amples renseegris.)

2.2 Caracterisation des fonctions continues

2.2.1 Ogperations sur les fonctions continues

PROPRETE | : Les fonctions construites :
— par opérations (addition et soustraction, multiplicatet division),
— par composition,
a partir de fonctions continues, sont continues sur leansaines de définition.

EXEMPLE 1. Les fractions rationnelles iognt donc continues sur ldarsaines de
définition. (Ainsi, par exemplef,(z) = N est continue suR ~ 1.)

EXEMPLE 2. v22 + 1 est continue la ou elle est définie (par composition dexdeu
fonctions continues), c.-a-d. sBr

Exercice 4. Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont continueR €
1. f(z) =32% — 22+ 1,
2x — 3
2. = —,
3. h(z) =2x E(x)
4. i(x) = sin (2z + 3)
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Exercice 5. g est la fonction éfinie sur|1; +oo[ par g(x) = T Cette fonction

D

est-elle continue sutt; +oo[ ?

Exercice 6. On consi@re la fonctionf(z) = 2x + v/« + 3 définie sur[—3, +o0[. Y
est-elle continue ?

1

. . . - 1
Exercice 7. Soit la fonction é&finie sur{o; 3 {U} 3 400 { par

B

fl@)=5"—

1
[et sur} —;+oo[

DO =

Justifiez la continué def sur {0; 5

2.2.2 Caractrisation s2quentielle d’une continuite

PROPRETE Il (CARACTERISATION SEQUENTIELLE) : Une fonction, définie sur
I, est continue en si et seulement si, pour toute suiteg,) d’éléments de€ conver-
geant versi, la suitef(u,,) converge verg(a).

REMARQUE 5. Ce résultat est en particulier intéressant pour pnodgs résultats de
cours, et pour résoudre des équations fonctionnelles...

REMARQUE 6. La propriété de convergence d’une suite est donc stabl@pplica-
tion d’une fonction continue < 'image d’une suite convergente par une application
continue, est une suite convergente

La propriété de Cauchy, quant a elle, n’est pas forcérsaumvegardée. Il faut que
la fonction ait une plus forte continuité, pluséguliere» : la continui® uniforme
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2.3 Propriétes des fonctions continues sur un segment

PROPRETE Il : Une fonction continue sur un segment est bornée et atemt
bornes.

REMARQUE 7. C’est-a-dire gu’elle possede (au moins) un maximunmmehinimum
sur ce segment.

PREUVE Ce résultat provient du fait que de toute suite bornée o g@edraire une
suite convergente m

2.4 Théoreme des valeurs internediaires

2.4.1 Enoncé du theoreme

PROPRETE IV (THEOREME DES VALEURS INTERMEDIAIRES?) : Soit f une
fonction continue sur un intervallg eta,b € 1.
Pour toutk € [f(a), f(b)], il existe au moins um entrea etb tel que

f(e) =k

REMARQUE 8. Cela signifie donc que toutes les valeurs erfii® et f(b) sont at-
teintes par la fonction (dans le segmént].) En particulier, sif (a) et f(b) n’ont pas
le méme signe, on peut en déduire gugannule au moins une fois s, b|.

REMARQUE 9. Le théoreme des valeurs intermédiaires permet aesg@sbudre des
équations de la formg(x) = k.

Exercice 8. f est la fonction éfinie surR par f(z) = z* — 4z + 5. Démontrez que
I'équationf(z) = 8 admet au moins une solution comprise entre 2 et 3.

IThéoréme de Bolzano-Weierstrass
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REMARQUE 10. Un polyndme de degre admet exactement racines complexes
(comptées avec leurs multiplicitées). Cela signifie ertipalier qu’un tel polyndme
admet au plus racines réelles.

Exercice 9. f est la fonction polyamiale cfinie surR par f(z) = z* — 42? — x + 1.
Démontrez que &quationf(z) = 0 admet exactement quatre solutions.

Exercice 10. f est la fonction éfinie parf(z) = 25 — 323 + 4.
1. Etudiez la limite def en+oo. En ceduire qu'il existe un@el A > 0 tel que si
x> A, alors f(z) > 1.
2. Etudiez la limite def en —oo. En deduire qu'il existe uné&el B < 0 tel que si
x < B,alors f(z) < —1.
3. Démontrez que le polyme f admet au moins une racine comprise enfreet
A et que toutes ses racines sont dans l'intervalle A].

REMARQUE 11. On démontre de méme que tout polyndme de degré iragaiet au
moins une racine.

2.4.2 Congquence pour les fonctions continues strictement monotose

PROPRETE V : Si f est une fonction continue et strictement monotong &,
alors pour tout réeet compris entre: etb, I'équation f(z) = k£ admet une unique
solution sur [a,b].

REMARQUE 12. C’est donc un résultat d’existence et d’unicité d'seéution a une
équation.

REMARQUE 13. On dit dans ce cas queréalise une bijection entre 'ensemble de
départD et celui d’arrivéeA : touty de A admet un unique antécédent D.

Exercice 11. f est la fonction éfinie surR par f(z) = 22° — 322 — 1.

26



1. Etudiez le sens de variation ge
2. Démontrez que &quationf(z) = 0 admet une unique solution
3. Démontrez qué.67 < o < 1.68.

Exercice 12. f est la fonction éfinie surR par f(z) = 32* — 823 — 622 + 24.
1. Etudiez le sens de variation de
2. Démontrez que &quationf(z) = 0 admet deux solutions < £.
3. Donnez un encadrement ded 102,

2.5 Exercices sup@mentaires

Exercice 13. f est la fonction éfinie surR par f(z) = |z — 1|.
1. Tracez la courbe re@sentative d¢ dans un repre.
2. Lafonctionf est-elle continue SuR ?

Exercice 14. m désigne ungel, etf la fonction dcefinie surR par

sinz
f(:c):{ " six #0

m stx =0

Comment choisim pour quef soit continue suiR.

Exercice 15. Deémontrez que &quation2sin2z = cosx + 1 admet au moins une

. . ™ T
solution dans I’mtervalle[—g; §] :
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Exercice 16. Démontrez que &quationz®+ §x2+ 1 = 0 admet au moins une solution
dans l'intervalle[—2; 1].

Exercice 17. Demontrez qu&'k € [—1; 1], I'équationcosz = k admet une unique
: -~ . 1
solutionz, € [0; 7]. Donnez un encadrement au néline dery dansle casok = —3

Exercice 18.Un cube a une d@te dex cm, un paralélépipede rectangle a pour di-
mension 1 cm, 3cm ét — 1) cm.

1. Démontrez qu'il existe une seule valeurideour laquelle les deux solides ont
le meéme volume.

2. Donnez un encadrement d’amplitude! de cette valeur.

Exercice 19. Trouvez toutes les fonctions continues qrifient

f@)fly) = flx+y)

2.6 Solution des exercices du chapitre

SoLuTION 1 (EXERCICE 8). f est continue sui2; 3] : c’est une fonction polyndme.
D’aprés le TVI, pour toutt dans[f(2); f(3)] = [5;20], il existe (au moins) un

c € [2;3] tel quef(c) =
Il suffit donc de prendre =38...
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SOLUTION 2 (EXERCICE9). Onaf(—2)=32>0,f(—-1)=-1<0,f(0)=1=>0,
f(1)=—-3<0,etf(3)=43>0.

Par application du TVI a chaque intervalle-¢; —1|, [—1; 0], etc.), on trouve (au
moins) quatre solutions distinctes&r) = 0.

f eétant une fonction polyndmiale de degré 4, elle admetiasipracines...

SoLuTIoN 3 (EXERCICE 11). 1. f/(z) = 62 — 62 = 6z(z — 1) > 0 si et seule-
ment siz < 0 oux > 1. Donc f croit strictement suf— oo; 0], décroit stricte-
ment sur{0; 1], et croit strictement syt ; +oo.

2. f croit strictement suf— oo; 0], et f(0) = —1, doncf(x) = 0 n"admet pas de
solution sur cet intervalle. De mémg décroit strictement su6; 1], et f(0) =
—1,doncf(x) = 0 n"admet pas de solution sur cet intervalle.

f(1) = =2, f(2) = 3 et f est continue et strictement croissante [gug], donc
s’annule une unique fois (em), d'apres le TVI. Enfin, pour > 2, f(z) > 3,
doncf ne s’annule pas sy2, +oo|.

3. f(1,67) < 0etf(1,68) > 0.
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SOLUTION 4 (EXERCICE 12).

Fin du Chapitre
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Chapitre 3

Deéerivation

3.1 Nombre ceérivé en un point

3.1.1 DEfinition

DEFINITION 1 (DERIVEE EN UN POINT). Une fonctionf est dérivable en un point

si la limite
o f@) — @)
r—a r —a

existe et est finie. O
- , df
NOTATION : Cette limite est alors notég(a), ou encore .
T

REMARQUE 1. La limite de la définition précédente s’écrit encore

i £@ 1) = (@)
h—0 h

EXEMPLE 1. Lafonctionf(x) = 22 est dérivable en 3, puisque

- 2 _ 32 -3 3
g L = S@) g 278 @3 4d) e
r—3 r—3 z—3 1 —3 r—3 x—3 r—3
etonaf'(3) =

Exercice 1. Démontrez que les fonctions suivantes s@rivébles em, et calculez

f'(a).
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1. f(x) =2z + 3 eta =4,
2. f(x) =2% —reta=2,

REMARQUE 2. Il existe des fonctions continues partout et dérivabldke part.

3.1.2 Interprétation graphique

Le nombre dérivé d¢ ena est le coefficient directeur de la tangefite, a la
courbeC; au point d’abscisse, qui admet donc pour équation :

Tra:y = f'(a)(x—a)+ f(a)

REMARQUE 3. Cette tangente a donc pour vecteur directéus ( f’%a) )

Exercice 2. Déterminez unéquation de la tangent& la courbeC; d’équationy =

f(x) en un point, pour
2
1. f(x) :%+3x+2€ta:1,

2. f(x) =+v4—xena= -5,
3. f(x) =

ena = 2.

x? + 1

Exercice 3. On consiere la fonctionf(z) = (z — 0,05)(z? — 0,3z + 0,02) surR.
CombienC; a-t-elle de tangentes parallesa I'axe des abscisses ?

Exercice 4. On consi@re la fonctionf (z) = 2* — 62 + 1 surR.
1. Déterminez les tangentas”; en 0 ety/2.
2. Etudiez la position de la courbe par rapparichacune de ces tangentes.

1Un premier cas de telles fonctions a été trouvé par Balzan1834.
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3.1.3 Introduction aux développements limiés

Une fonctionf est dérivable en si et seulement s'il existe une fonctierelle que
fla+h)= f(a)+ hf'(a) + he(h), et ligne =0.

Cela signifie en particulier que— f’(a)(z — a) + f(a) est la meilleure approxima-
tion affine def au voisinage de (c’est intuitivement la droite la plus proche de a
proximité dea.) Se reporter au chapitre correspondant pour de plus amgriesigne-
ments.

3.1.4 Derivabilit @ et continuité

PROPRETE | : Siune fonction est dérivable en un painglors elle y est continue

PREUVE Si f est dérivable en, alors pour tout réeh tel quea + h € I (ou I est
l'intervalle de définition def), on a

fla+h) = f(a) + f'()h + he(h), aveclim =(h) =0,

Orlim_ f/(a)h = 0 etlim_q he(h) = 0, donclim_, f(a + h) = f(a). Bref, f
admetf(a) pour limite ena, d’ou le résultat. [

3.2 Fonction cerivee

3.2.1 Definition d’'une fonction dérivee

DEFINITION 2 (FONCTION DERIVEE). On dit qu’une fonctionf est dérivable sur un
intervallel lorqu’elle est dérivable en tout point de

La fonction qui, a tout: € I associe alors le nombre dériy&x) est alors appelée
fonction dérivée d¢ . &

NOTATION : La fonction dérivée d¢ est notéef’.

EXEMPLE 2. Pour tout réek, la fonctionf : = — 22 admet ez un nombre dérivé
f'(a) = 2a. La fonction est donc dérivable sBret sa fonction dérivée est la fonction
f' définie sumR par [’ : x — 2.
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3.2.2 Derivees des fonctions deéaférence

x— f(x) Dy x— f(x) Dy
x — (C'te R xz—0 R
Tr—ar+b R T—a R
T — 12 R T — 2T R
1 1
e ]—00; 0] 0u]0; +00| T —— ]—00;0[ 0u]0; 00|
T T
[0; +00] X ! 10; +00]
T — /T ;400 — —— ;400
) 2\/} )
€T — COST R T — —sinx R
€T — sinx R T — COST R
T 9 1 T
r—tanr | RN (2k+1)=,keN|z— 1+ tan*z = RN (2k+1)-,keN
2 cos? x 2
T +— chx R T — shx R
T +— shx R T — chx R
T +— tha R x—1—th?r = —— R
ch?x
T — e’ R T — e R
1
T — Inx R — R
T
—1:1] ! 151
T — arccosx —1; T ———— —1;
V1—a22
1
T — arcsine —1;1 e —-1;1
L] A 151
1
T — arctanz R T — R
1+ 22

REMARQUE 4. L'exposant deux, la racine carrée et I'inverse se ranefinalement
a la fonction puissance, importante a connaitre...

a—1

PROPRETE Il (DERIVEE DE LA FONCTION PUISSANCE : Ladérivée de la fonc-
tion z — z® estr — ax
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REMARQUE 5. Pour bien utiliser cette propriété, il faut se rappédsrrésultats sui-
vants concernant les puissances :

1
x_oc = ¢ {I/E = [L‘%
.Tale — anrb (xa)b — xab

3.2.3 Ogerations sur les fonctions @rivées

En utilisant le tableau précédent, et les trois propa&uivantes, on est en mesure
de dériver toute fonction construite a partir de foncsiole référence.

PROPRETE Il (DERIVEE D'UNE SOMME, D’UN PRODUIT) : Siu etv sont deux
fonctions dérivables sur un méme intervallealors les fonctions + v etuw le
sont aussi, et I'on a

(u+0)(x) = u'(z) +'(z), (wo)'(z) = ' (z)v(z) + u(@)'(z)

PREUVE Se démontre simplement, en revenant a la définition duoneéerivée s

. ., : 1
Exercice 5. Calculez la @érivée des fonctiong(z) = = + — etg(x) = 2*\/x.
i

PROPRETE IV (DERIVEE D'UN QUOTIENT) : Si u et v sont deux fonctions
, . ~ . , U
dérivables sur un méme intervalle telles quev ne s’annule pas sur, alors —
. v
est dérivable, et 'on a

(u)’ (2) w(x)v(z) — u(x)v'(z)

Jz

x4+ 1

Exercice 6. Calculez la @rivée def (z) =
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PROPRETE Vv (DERIVEE D' UNE FONCTION COMPOEE) : Siwv est une fonction
dérivable sut a valeurs dand, et siu est une fonction dérivable sur un ensemb
contenant/, alors la fonction composéeuv est dérivable suf, et 'on a

(uov)'(x) = u'(v(x))v'(x)

e

EXeEMPLE 3. Siu est une fonction dérivable sur un intervallealorsu™, n > 1 aussi,
etl'ona(u™) = nu" '/

EXEMPLE 4. Siu est une fonction dérivable et strictement positive surniarivalle

/!
I, alors\/u aussi, et I'on g/u)’ = “

SN

Exercice 7. Calculez la @rivee des fonctiong(z) = vz + 1, g(z) = (1 + 23+
eth(x) = sin(x? + 2z + 3ln(z)).

Exercice 8. Demontrez que la&ivée d’'une fonction paire est une fonction impaire,
et reciproguement.

3.3 Variations et extrema

3.3.1 Variations d’une fonction

Intuitivement, quand une fonction est croissante, sa taege une pente positive.
Donc, si on cherche a connaitre les variations d’'une fongil suffit de regarder le
signe de sa dérivée. C’est le sens de la propriété sigivan
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PROPRETE VI : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvértlors
— si f" est nulle sul, alorsf est constante sur,
— si f’ est strictement positive sur alors f est strictement croissante siyr
— si f’ est strictement négative siiralors f est strictement décroissante gur

z+1

Exercice 9. Etudiez les variations de la fonctigf{z) = —————.
2?+x+1

sin(x)

5+ sin(@) etg(z) = sin*(z)—

Exercice 10. Faire de néme avec les fonctiornf§z) =

sin(x) sur[—m; 7.

3.3.2 Extremum local

DEFINITION 3. Soit f une fonction définie sur un intervalle etz € 1.

— Dire quef(z,) est un maximum local (resp. minimum local) flesignifie que
I'on peut trouver un intervalle ouverstinclus dand et contenant, tel que pour
toutz € J, f(z) < f(xo) (resp.f(x) > f(xo)-

— Dire quef(xq) est un extremum local signifie quféx,) est un maximum local
ou un minimum local. O

Le nombre dérivé d¢ en un pointz permet de déterminer si ce point est un extre-
mum local, puisque dérivation et variations sont liées.

PROPRETE VII : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvértSi f
présente un extremum local ere 7, alorsf’(a) = 0.

REMARQUE 6. La réciproque de ce theéoreme est fausse.
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Exercice 11. Cherchez un contre exemple.

PROPRETE VIl : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvéyeta €
I. Si f' s’annule en changeant de signeemlors f(a) est un extremum local de
fsurl.

REMARQUE 7. Il faut savoir distinguer extremum local et global.

. . 1 4
Exercice 12. On consiére f(x) = 5:6 +x+ st

1. Etudiez les variations dg.
2. Démontrez que 10 est un minorant fisur |2; +in fty|.

REMARQUE 8. Une fonction peut trés bien avoir un extremum global,’etre pas

dérivable en ce point. Aussi, dans ce cas, la propri&éguatente n’apporte aucun ren-
seignement.

Exercice 13. Cherchez une telle fonction.

3.4 EXxercices

Exercice 14. Calculez la limite en 1 d¢(x) =

:
%3
Ew
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Exercice 15. Calculez la @rivée des fonctiong(x) = sin(z)tan(x), g(z) = %

1 1
X

VI+2-—2
Vr+T7-3

Exercice 16. Déterminezim,,_,

Exercice 17. Demontrez que g7 est un polydme du second degralors on aP(x) =

P(0) + P'(0)z + %m)x?.

Exercice 18. Démontrez que les deux paraboleggliationy = —a? + 42 — 2 et
y = 2% — 8z + 16 se coupent en un seul point, @rifiez qu’en ce point elles ont une
tangente commune.

Exercice 19. Déterminez les dimensions d’un rectangled8e:? qui a un gerimetre
minimal.

Fin du Chapitre
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Chapitre 4

Equations differentielles

4.1 Equations différentielles du premier ordre
4.1.1 Ceéreralités
4.1.1.1 C[efinition

DEFINITION 1. Soitf une fonction de trois variables. On appelle équatiorectiitielle
du premier ordre une équation de la forme

Y, y,2) =0
avecy une fonction dérivable de la variabteet de dérivée’ &

4.1.2 Exemples

EXEMPLE 1. 3’ = 3y est une équation differentielle du premier ordre : on anbie
f(y',y,x) = 0 en posant

f: (XY, Z2)— X -3Y

EXEMPLE 2. Enterminale, vous avez étudié un cas particulierabéigns differentielles :
leséquations diférentielles lireairesa coefficients constanthi type

y' = ay + b, avec(a,b) € R?
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4.1.2.1 Equations linéaires homognesa coefficients constants

4.1.2.2 Equation y’ = ay

PROPRETE | : Les fonctions solutions de I'équation differentielle= ay (avec
a un réel donné) sont les fonctions

T — e

ouU )\ est une constante arbitraire.

Il existe donc une infinité de fonctions vérifiant cetteigtion différentielle, si on
ne donne pas d’autre précision.

Exercice 1. RésolveZ £, ) : 3y’ + 2y = 0.

Réponse :(E;) < y' = —2y, donc les solutions sont les fonctions de la forme

2z

Yy x— e 3

4.1.3 Interprétation graphique

4.1.3.1 Unicit de la solution

Pour assurer I'unicité des solutions, nous avons besoth&hreme deCAUCHY
qui fait appel a la notion de continuité d’une fonction diespeurs variables, donc hors
de notre portée.

Par la suite nous retiendrons que si I'on peut écrire Eigun différentielle sous la
formey’ = f(x,y) avecf « suffisamment régulieresur un intervalle ouvert contenant
xg, alors il existe une unique solution telle query) = vo

4.1.3.2 Unicit de la solution

Exercice 2. RésolveZ £)) : 3y’ + 2y = 0, sachant que(0) = 1.
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Réponse Lafonctionf : (z,y) — —%y est« assez régulieresurR.
I 2z

Nous savons déja que les solutions sont les fonctionsfderteey : = +— Xe™ 5.
Doncy(0) =1 = A, et

2x
Yy Trre s

4.1.4 Equations linéaires

4.1.4.1 [Efinition

DEFINITION 2. Une équation différentielle linéaire du premier ords¢ ene équation
de la forme

a(z)y +b(z)y = f(z)
aveca, b et f des fonctions continues sur un méme intervalle I. &

4.1.4.2 Equation sans second membre

DEFINITION 3. L'équation sans second membre associéerdqy’ +b(x)y = f(x) est

a(z)y’ + b(z)y =0 o

PROPRETE Il : Les solutions de I'équation differentielléz )y’ + b(z)y = 0 sont

de la forme
o= (— [ 121.)

avec) réel.

Exercice 3. Résolvez legquations difrentielles lireaires suivantes :
1.y —ysinz =0,
2. 2%y +y = 0.
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PROPRETE Il : Pour obtenir la solution générale de I'equation

(E) : a(x)y +b(zx)y = f(x)

on ajoute :
— la solution générale de I'équation sans second membre,
— avec une solution particuliere de (E).

4.1.4.3 Variation de la constante

Introduction ala méthode: Nous savons résoudre I'équation sans second membre.
Le probléeme se réesumera donc souvent a trouver une aolpdrticuliere.

Il existe une technique, appel&ariation de la constantepermettant de trouver
une solution particuliere a partir des solutions deW&ipn sans second membre...

La méthode : Siz — A¢(z) est la solution générale de I'equation sans second
membre, alors on peut chercher des solutions de I'equdiit&mentielle sous la forme

oux — A(x) est maintenant une fonction dérivable de la variable

Exercice 4. Resoudre legquations diftrentielles suivantes :
1. 2y’ — 2y = xe”, sur]0, +ool.
2. 2%y + (1 — 22)y = 22, sur]0, +-o0].

4.1.5 Autres exemples dquations differentielles

4.1.5.1 Equation de Bernoulli

DEFINITION 4. Une équation de Bernoulli est une équation de la forme
a(z)y + b(z)y =y f(x) aveca # 1 &

Une telle équation se résout en posant y' ¢
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Exercice 5. Résoudre lequation diferentielle2zy? — y + xy’ = 0.

4.1.5.2 Equationsa variables £parables

DEFINITION 5. C’est une équation de la forme

a(z) = y'd(y)

(A gauche de I'égalité, il n’y a que dt, et a droite que dy : les variables peuvent
étre séparées). &

On écrit I'equation sous la forme(z)dxr = b(y)dy qui se résoud en passant aux
primitives :

Exercice 6. Résoudre)’ = e* 1Y,

4.2 Equations differentielles du deuxéme ordre

421 Cenéralites
4.2.1.1 [Efinition

DEFINITION 6. Soitf une fonction de quatre variables. On appelle équatioédifttielle
du deuxieme ordre une équation de la forme

[y, y,x)=0

avecy une fonction deux fois dérivable de la variablede dérivée premiéerg et de
dérivée second¢’'. &

EXEMPLE 3. y” = 3y’ — 32y +sin x est une équation différentielle du premier ordre :
on abienf(y”,y',y,z) = 0 en posant

f:(X,Y,Z,T)— X —3Y + 32y> —sinz
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EXEMPLE 4. En physique, on rencontre souvent de telles équatioinsi,Aoour un
pendule simple on obtient I'équation

4.2.1.2 Exercice

Exercice 7. Consicerons l'equation diferentielle(E) : y" — 2y’ +y = 2.
1. Montrez que la fonctioyi définie surR par f(x) = x? + 4z + 6 est une solution
de(E).
2. Montrez quef est la seule fonction polgmiale du second degrsolution de
(E).
3. Montrez que la fonctiop définie surR par g(z) = (22 — 5)e” + 2* + 42 + 6
est une autre solution dev).

4. Montrez que la fonctioh définie surR par h(z) = (322 — 80)e* + 22 + 4z + 6
est aussi solution dg~).

4.2.1.3 Equations se ramenant au premier ordre

Il faudra commencer par vérifier si 'équation differetie ne peut pas étre résolue
comme une équation différentielle du premier ordre.

EXEMPLE 5 (EQUATIONS INCOMPLETES EN V). Considérons par exemple I'équation
y/l + y/ = .
On se ramene au premier ordre en poséni = y'(x).
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EXEMPLE 6 (EQUATIONS INCOMPLETES EN X). Considérons, par exemple, 'équation
y'+ () +yy = 0.
On posez(y) = v/, alorsy” = zz'.

4.2.2 Equations différentielles lineaires du second ordre

4.2.2.1 [Efinition

DEFINITION 7. Une équation différentielle linéaire du deuxieme eredst une équation
de la forme

a(@)y” +b(x)y' + c(z)y = f(z)
avecua, b, c et f des fonctions continues sur un méme intervalle |I. &

4.2.2.2 Remarques

On définit, comme dans le cas du premier ordre, I'équatams second membre.

On admettra qu'’il est nécessaire et suffisant de conndéux solutions parti-
culieres indépendantes de I'équation sans second neepaur obtenir toutes les so-
lutions qui s’écrivent alors comme combinaison linéaleeces deux solutions parti-
culieres.

Malheureusement, il est assez difficile de résoudre destélijuations. Nous nous
contenterons donc de I'étude des équations a coeffeceamstants.

4.2.3 Equations linéairesa coefficients constants

4.2.3.1 [Efinition

DEFINITION 8. Une équation différentielle linéaire du deuxiéme erdrcoefficients
constants est une équation de la forme

ay" +by' +cy = f(z)

aveca, b, c des réels ef une fonction continue sur un intervalle |. &
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4.2.3.2 Equation caractéristique

DEFINITION 9. On appelle équation caractéristique de I'équatiorédéffitielleay” +
by’ + cy = 0 I'équation d’inconnue r

ar’ +br+c¢=0 O

Pour la résolution de I'équation differentielle sans@® membre, tout depend du
signe du discriminant...

4.2.3.3 FResolution de I'équation sans second membre

|8

PROPRETE IV : Soientay” + by’ + cy = 0 une équation differentielle linéaire
coefficients constants (sans second membyetr, les solutions de son equatio
caractéristique, €t\;, \y) € R2.

Trois cas peuvent se produire...
A > 0: alorsy = \e™* + Age™”
A=0: alorsr; =1y =rety=e¢e"(AMx+ \o)
A <0: alorsryy =a=xibety = e* (A cos(bx) + Ay sin(bx))

>

Exercice 8. Resoudre
1. y" — 6y +9y = 0.
2. y" =2y +5y=0.
3. 2y" =5y + 3y =0, avecf(0) =0etf'(0) =1.

4.2.4 Equation avec second membre
4.2.4.1 PResultat

Comme dans le cas du premier ordre...
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PROPRETE V : Pour obtenir la solution générale de I'équation
(E) : ay’ +by +cy = f(x)

on ajoute la solution générale de I'équation sans secoeichbre a une solutior
particuliere de (E).

mais il est ici plus difficile de trouver une solution partieve, sauf dans les quelques
cas particuliers suivants, qui sont a connaitre.

4.2.4.2 Le second membre est une fonction polgme

PROPRETE VI : Siay”+by +cy = P(z) avec P une fonction polyndme de degré
n, alors on cherche une solution particuliere sous formeafonction polyndme
de degré

— n Sia, b ete sont tous non nuls;

—n+1sia#0,b#0etc=0;

—n+2sia#0ethb=c=0.

Exercice 9. Résoudrey” — 2y’ — 3y = P(x) avec
1. P(z) =22 — 1.
2. P(z) = 22° — x.
3. P(x) = 22°.

4.2.4.3 f(x)estde laformee™* P,(x)avecm € C

On se raméne au cas précédent en pagant= z(x)e™* et on obtient le theoreme
suivant...
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PROPRETE VII : Aprés changement de variabjér) = z(z)e™®, I'équation de-
vient
az" + (2am + b)2 + (am® +bm + ¢)z = P(x)

On cherche alors sous la forme d’'un polyndme de degré
— n siam? + bm + ¢ # 0 (m n’est pas racine de I'équation caractéristique)|;
—n+1siam*+bm+c=0et2am+b+#0;
—n+2siam? 4+ bm +c=0et2am + b= 0.

Exercice 10. Résoudrey” — y = 2xe”.

Il peut étre pratique de décomposer le second membre emsata deux fonctions
simples...

PROPRETE VIII : Si f(z) = fi(z) + f2(x) pour toutz de | et siy; ety, sont les
solutions respectivement d@” + by’ + cy = fi(x) etay” + by’ + cy = fo(x),
Alors y; + ¥, est une solution particuliere dg” + by’ + cy = f(x)

Cela sera surtout pratique quand le second membre seraali? typcos(wz), cas
tres frequent en physique.

Il suffira alors de revenir au dernier cas étudié en intrealt les seconds membres
P(x)e“” puis P(z)e . Il restera a faire la demi somme des solutins particesier
trouvées puisque
eiwx + e—iwx

cos(wz) = 5

Exercice 11. Resoudrey” + 4y = 2z cos(2x).

4.3 [EXxercices

4.3.1 Premier ordre
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Exercice 12. Résoudrer?y’ + y = 1.

Exercice 13. Résoudre lequation diferentielley’ = y tan(z) + sin(z).

Exercice 14. Chercher les fonctiong dérivables d&R dansR qui satisfon& I’ équation
fonctionnelle vz € R, f'(x) f(—x) = 1.

Indications : On pourra chercher la dérivée de la fonctior— f(z)f(—x).

Exercice 15. Intégrer I'équation diférentielle :(z? — 1)y’ + zy = 1.

Exercice 16. On consi@re I'équation diferentielle suivante :
(z+1)y' =2y — (x + 1) = 0(E)

1. Déterminer les solutions d&¥) sur un intervalle/ inclus dansR \ {—1}.
2. Y a-t-il des solutions dgF) surR ?

4.3.2 Second ordre

Exercice 17. Résoudre suiR I' équation diférentielle

2y//+2y/+y:x67$
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Exercice 18. Résoudre suiR I’ équation diférentielle

y" + 4y — by = 26"

Exercice 19. Trouver les fonctiong dérivables suiR, a valeurs dan®, telles que

Vo e R, f'(—z) = —f(x)

Exercice 20. Résoudre suiR I’ équation diférentielle

y//+2y/+y:4€—$

Exercice 21. Résoudre suiR I’ équation diférentielle

2y" + 2y’ + by = 2xe” " cos 2w

Fin du Chapitre
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Chapitre 5

Int egration

5.1 Notion de primitive

5.1.1 DEfinition

DEFINITION 1. f estune fonction définie sur un intervalleOn appellgorimitive de
f surl toute fonctionF' dérivable suil dont la dérivéd” est égale &. &

EXEMPLE 1. Soit f la fonction définie sulR par f(z) = 4x + 3. Alors la fonction
F(x) = 22* 4+ 3z est une primitive dg surR, comme la fonctior7(x) = 222 + 3.

. . 3 -
Exercice 1. Montrez que la fonctior'(z) = 5z* — 53:2 + 2z est une primitive de
f(x) = 202% — 3z + 2 surR.

, . , N 1 1
Exercice 2. Déterminez une primitive d&(r) = —— + 2z — —.
T T

Exercice 3. Faire de néme aveq (z) = 2ze "1,
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5.1.2 Nombre de primitives d’'une fonction

PROPRETE | : Soit f une fonction définie suf, qui y admet une primitive.
L'ensemble des primitives désur/ est I'ensemble des fonctioiis définies sur
parG(z) = F(z) + C,ouC € R.

REMARQUE 1. Les primitives def sont donc égales, a constante pres.

REMARQUE 2. Si une fonctionf admet une primitive suf (ce qui n’est pas toujours
assuré), alors elle en admet une infinité.

522 — 2/2x + 1
4

Exercice 4. Déterminez les primitives d&z) =

etg(z) = sin (235 — g)

REMARQUE 3. SoientCy etCq les courbes de deux primitives distinctes d’'une fonc-
tion f, alors la seconde est 'image de la premiere courbe paransiation de vecteur
colinéaire a I'axe des.

PROPRETE Il : f est une fonction définie sur un intervalleOn suppose qu’elle
y admet des primitives. Saity € I ety, un réel donné. Alors il existe une unique
primitive G de f sur! telle queG(zg) = yo.

Exercice 5. Soitf la fonction cfinie suf0; +oo[ par f(z) = —+122°—5. Déterminez
X
la primitive def prenant la valeur -1 en 1.
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5.2 Calculs de primitives

5.2.1 Primitives des fonctions usuelles

f est définie suf Les primitives def sur/ sont Lintervalle [
parf(z) = ... définies patt’(z) = ... vaut
k (constante) kx + C* R
1
x —z2 4+ Ct R
2
1 1 t
", n e N* —— gt Cte R
n—+1
1 T,
— ——+C* | — 00;0[ 0u]0, +o0[
x x
1 1 1
g R +C! | — 00;0[ 0u]0, +o0[
1
ﬁ 2\/5"’ Cte ] —OO7O[OU]O,+OO[
1
— Inz 4+ C* 10, +00[
x
er e* + C'e R
sin(x) —cos(x) + C** R
cos(x) sin(x) + C™ R
1+ tan?(x) = ! tan(x) + C* ]—z+k7r'z+k:7r kel
 cos?(x) 2 2 ’
ch(x) sh(z) R
sh(z) ch(x) R
1
1 —th*(z) = th R
@) = 7 (=)
1 151
—_—— arccosx —1;
Vi
1
arcsin -1;1
— =11
1
arctanx R
1+ 22

REMARQUE 4. Comme précédemment, I'exposant deux, la racine eatréinverse
se ramenent finalement a la fonction puissance, impatanbnnaitre...
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PROPRETE Il (PRIMITIVE DE LA FONCTION PUISSANCE) : La primitive de la

fonctionx — x® est atl

T
a—+1

5.2.2 Primitives et ogerations sur les fonctions

Les deux propriétés suivantes permettent, en les comtax primitives des fonc-
tions usuelles, de déterminer la plupart des primitivesoatrées.

PROPRETE IV : SiF et sont des primitives respectives des fonctigret g sur
un intervallel, alors :

— F' + G est une primitive de la fonctiofi + ¢ sur/,

— pour tout réek, kF est une primitive de la fonctiohf sur /.

Exercice 6. Calculez une primitive d¢(z) = —sin(x) + 2cos(x).

fonction f | Primitives def sur/ Conditions sut
1 ,
wu® uotl 4 Cte dépend dev
a+1
u’ 1 . ,
— ——+C* u ne s’annule pas sur
u u
/ 11 . ,
— — +C* u ne s’annule pas sur
um n— 1yt
/
= 2/u + C'* u Strictement positive suf
Vu
/
S In(u) + C* u strictement positive suf
u
uleu el + Cte

Exercice 7. Déterminez les primitives des fonctions suivantes :
1. f(z) = 2?(2® — 1)° SUrR,

2. f(l’):\/%

sur|1; +o0],
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5.3 Intégrales et primitives

5.3.1 Primitives d’'une fonction continue sur un intervalle

PROPRETE V : Si f est une fonction continue siy et sia € I, alors

F(z) = / " rwdt

est I'unique primitive def sur/ s’annulant en.

5.3.2 Intégrales et primitives

PROPRETE VI : f est une fonction continue sur un intervalleeta, b € I, alors

/ f(x)dz = F(b) - F(a)

ou F' est une primitive quelconque desur!.

NOTATION :

Exercice 8. Calculez
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Exercice 9. Calculez

3

1
/ dx
. xlnx

Exercice 10. Déterminez le sens de variation de la fonction

|
F(x):/ Sdt
o 1+t

5.4 Techniques du calcul de primitives

5.4.1 |Intégration par parties

PROPRETE VIl : Soientu et v deux fonctions dérivables sur a dérivées conti-
nues. Alors

Exercice 11. Calculez

/ xsin(x)dx
0

Exercice 12. Calculez

In(3)
/ (x — 1)e"dx
0

5.4.2 Changement de variables
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PROPRETE VIII : Soit f une fonction numérique continue sl et¢ une fonc-
tion dérivable a dérivée continue sur un intervalldJaont I'image est contenue
dansD;. Alors
o(b) b
flade = [ (o) 0y

o(a)

5.4.3 Quelques recettes
5.4.3.1 Fractions rationnelles

On décompose en éléments simples, et alors

. 1 . L
— pour integrer——————, mettre le trindbme sous forme réduiter:+ \)? — 1
2+ af +b
puis poset: = TrA
H (6%
o, ar+ 05, . a (2x+a) ﬁ—a§
— pour integre————, I'écrire sous la forme- ,
2+ axr+0b 222 +ar+b 22+ar+b

. ., (@]
le premier terme s’intégrant e§1ln|ac2 + ax + b| + C'.

REMARQUE 5. Si la fractionF'(z) estimpaire, on peut poser= z? afin de simplifier
le calcul.

Exercice 13. Calculez

dx

]_/2x4+3x3+x2+1
L x?+1

Réponse :On fait la division euclidienne de* + 32° + 2% + 1 parz? + 1, et on trouve
un quotient der? + 3x et un reste de-3z + 1. Donc

2 3 2 2
—3x+1 x 3 -3 2z 1
I = 243 — dr = | = 4+ Za? /— d
/13:+x+ 21 x {34-23}}1-1- : 2x2+1+x2+1x

La premiere fraction admet pour primitive un logarithnmeeséconde une arctangente :
2

53 -3
1= 42224 —In[z?® + 1] + arctan(z)| =...
3 27 T2 X
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5.4.3.2 Polyrdmes en sin, cos

On peut toujours linéariser, mais ce n’est vraiment la@egire lorsque dangsin™z cos™zdx
les deux exposantsetm sont pairs. Sinon, les formule#?+cos? = 1, sin’ = cos et
cos' = —sin permettent une intégration directe en posant sin(z) ouu = cos(x).

Exercice 14. Calculez i
/ cos3zsin’rdr
0

Exercice 15. Calculez i
/ cos*zsinzdr
0

5.4.3.3 Poura # 0, [ e** P(x)dx, avecP € R[X]

Par linéarité ; il suffit de savoir calculét,(z) = [ e**z"dz, ce qui se fait a I'aide
d’'une intégration par parties (posefr) = z",v'(z) = ¢**). M@me type de méthode
pour [ cos(ax)P(z)dx ou [ sin(ax)P(x)dz.

Exercice 16. Calculez .
/ e* (2% + 3z + 5)dx
0

5.4.3.4 Fractions rationnelles er®

Poseru = e*...

Exercice 17. Calculez

5 2
® 1 3¢% 45
]:/ﬂdm
0 et +e "
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Réponse :On poseu = ¢*, donc

e 4+3e"+5  u+3u+5
er+e 1

U+ —
u

d d
et—u = e* = u, doncdx = —u. D’ou

dx U
e5u2+3u+5alu e5u2+3u+5
o0 ut - U 1 ut+1
U

La division euclidienne de? + 3u + 5 paru? + 1 donne un quotient de 1 et un
reste deBu + 4.
Donc

5
¢ Bu+d
]:/ 1+ e 2y
1 us+1

; 3 2 1
I =[ul ° 4 d
[u]1+/1 21 ™

La fin du calcul ne pose aucun probleme (logarithme pouté@rale de gauche,
arctangente pour celle de droite.)

Soit

5.4.3.5 Fractions rationnelles en sin, cos f F(sinz, cosz)dx

1. Reégle de Bioche : si le facteufsinx, cosz)dz” est invariant par la transfor-
matiort :
- — —x, poseru = cos(x),
- — 7w — x, poser = sin(x),
— ¢ — 7+ x, poseru = tan(z),

: . . 2u
2. Quand on ne voit aucune invariance, paser tan(s). Alors sin(x) = T
u
1 —u? : . : :
cos(x) = ——, etdr = : on obtient ainsi une fraction rationnelle en
1+ u? 1+ u?

u (de degré généralement assez éleve).

Exercice 18. Calculez

T

/’T sin’x + 2cosx + 3d
0 sin?r + 1

IAttention,d(—z) = —dz,d(r — x) = —dz,d(r + ) = dx
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. - b
5.4.3.6 Fractions rationnelles er{z et v/az + b) ou (:c et {/ o j: d)
Ccxr

. / b
Poser, = v/ax + b dans le premier cas, et= { axid dans le second.
Cx

Exercice 19. Calculez
/4 2x+\/3x+1d
—_— x
3

24+r4+1

5.4.3.7 Fractions rationnelles en: et vax? + bx + ¢,a # 0

. - b\° 1
Reéduire d’abord le trindmez*+bx+c sous la forme (:c + 2—) —|—4—(4ac—b2),
a 0

ce qui, a changement de variable du type \x + 1, le ramene aux formesu? + 1,
u? —1loul —u

— cas 'u? + 1" : poseru = shv,

— cas u? — 1" : poseru = chv, ouu = —chuv,

— cas’l — u?": poseru = sinv, OUu = Fcosv

Exercice 20. Calculez

/4x2+\/:1:2+2x+1
dz
2

%43

5.5 Exercices

5.5.1 Exercices corri@s

Exercice 21. Calculez

I:/lnB dr
g e*+1

, 3
Réponse 7 = lné.
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PREUVE C’est une fraction rationnelle efi. D’aprés XXX, on peut poser = ¢*
pour se débarasser de I'exponentielle (c’est un changedewnariables). Alors
du
glz_x
—u, et en modifiant les bornes (quand= 0, v = ¢ = 1, et quandr = In(3),u =
u

[
 u+1u

On a donc simplifié le probleme : d’'une fraction rationaedhe”, on a obtenu une
simple fraction rationnelle.

Pour calculer I'integrale de cette fraction rationnetie,la décompose en éléments
simples (sous-entendu : simplement intégrables). Le&dgrnumérateur étant
strictement plus petit que celui du deénominateur, il n'yaa peu de faire une divi-
sion euclidienne. De plus, le dénominateur est déjafes#. Il nous reste a I'écrire
sous la forme d’une somme d’éléements simples :

: d
= e, doncdu = e*dr = udx, Soitdr =  En remplacant® paru, etdx par
u

el™ = 3), on trouve :

1 _a +é
(u+Du u+l wu

Soit, en mettant le terme de droite sous un seul déenominateu

1 _ au bu+1) aut+blu+1) (a+bu+b
(u+u  (u+Du (uw+Du  (w+u  (u+Du

Par identification, on obtient le systeme

a+b = 0
b = 1

Ce qui aboutit & = —1 etb = 1. Bref, notre intégrald s’écrit encore :

51 1 5 3
I= 1 u+1+Edu:[—ln|u+1|+ln|u|]1:ln§

Exercice 22. Calculez

1
I:/ V1 + 2xdx
0

23 1
Réponse 7 = — + —.
P 5 15
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PREUVE C’est une intégrale em et /1 + 2z. D’aprés XXX, on peut poset =

V1+ 2.
du 1 dx dx

Alors — = ——, soitdu = —— = —, soit encoreudu = dz. On peut
dr 1+ 2z V14 2z U P

donc remplacer, dans /1 + 2x paru, etdx parudu.

Quant aux bornes, c’est simple : quané: 0,z = /1 +2 %0 =1, etquandr = 1,
u=+1+2%1=+3.

Mais il nous reste le devant la racine : il faut I'exprimer en fonction depour finir
notre changement de variables= /1 + 2z, doncu? = 1 + 2z, soitu? — 1 = 2z,

u?—1
ou encorer = .
Finalement, notre intégrale vaut encore :
V3,2 V3
u? —1 1 2v/3
I = du = - t—uld ==t
/1 5 uudu 2/1 U u du + 15

Exercice 23. Calculez )
I = / (2% + 2z + 1)e**dx
0

1
Réponse I = e? — 5
PREUVE C’est une intégrale de la form@(x)e®”. D’aprés XXX, on effectue des

intégrations par parties, jusqu’a ce que le polyndmegdraisse” :

2271 2z
f01($2+1‘+1)621d$ = [(x +x+1) 2} fo 2x+1)6—dx
1 1

:§e2———— 23:—1—16— 2—d:c

2 2 2 2

3, 1 1 e
=—e*—— — = —e — ===

2 2 2\2 2 2

Exercice 24. Calculez

1
I / A’r’ctan(x)dx
0 1 —+ 372
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71.2

Réponse 1 = —.

P 32
PREUVE Cette fois-ci, rien ne correspond dans XXX. Deux poss#slit

— C’est une forme simple, que I'on peut directement prireitiv

— C’est une forme tres compliquée; il faut se battre avexa@ngements de

variables non évidents, ou des intégrations par parties.

En IUT, bien sir, le deuxieme cas n’arrive jamais (a majons le prof ait mal
recopié I'énoncé, on n’'a pas veérifié la faisabilitél@xercice, ce qui n'arrive pas
en partiel).

. t
Donc, on cherche de quelle forme peut bien etFe—Aqungx) . L'une des rares choses
T

R - , ] :
gue lI'on a a connaitre sur l'arc tangente, c’est sa eer+1v—2 La fonction dans
T

I'intégrale est donc de la formé(z)u(x), avecu(x) = Arctan(z).
a+1

u'u est de la forme/u*, aveca = 1, donc admet une primitive de la form%i.
(0%
(c.f. la partie5.2.2 Ainsi :

5 —

I {A’rctan(:c)Q] Y Arctan(1)?  Arctan(0)?
- B 2 2
0

Enfin, tan (%) = 1, donc l'arc dont la tangente vaut 1 g:st arctan(l) = % De
méme,an(0) = 0, donc l'arc dont la tangente vaut O est@ctan(0) = 0.
2

Le résultat final est dont = §—2 =

Exercice 25. Calculez

[:/ cos3rsin’rdx
0

, 1
Reéeponse 7 = Y
PREUVE Cette fois-ci, c’est un produit de sinus et cosinus, et l&igpa@XX nous
dit comment faire. On est dans le cas facile ou au moins us&léex puissances
est impaire. L'idée est de choisir la plus petite des pmissa impaires (le 3), de
I'écrire (cette puissance) 1+le reste (ici 1+2), et de racgr ce qu’il y a sous "le
reste” en utilisant la formuleos?s = 1 — sinz, ou sinz = 1 — cos?z... pour
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récupérer des termes de la formie®, avecu = sin ouu = cos selon le cas.
Ainsi, dans notre exemple,

™ ™

I = /2 cosx sin’xdr = /2 cosx cos’x sin’xdx
0 0

donc

™ ™ ™

I = /2 cosz (1 — sin’z) sin®rdr = /2 cosz sin’xrdx — /2 cosz sin’ xdx
0 0 0

... de la forme//u® pour la premiére intégrale, etu” pour la suivante. Donc

s
2

T
I sinx1 9 sinfzlo 1 1
L6 8 |, 6 8 24

Exercice 26. Calculez

1
2
]:/ f;daz
g Tr+ax+1

n3 3
In3 V31
2 6

PREUVE On est dans le cas d’une fraction rationnelle. Le numéraagant un
degré strictement plus petit que le dénominateur, on a® g faire de division
euclidienne. De plus, le discriminant du denominatean&hégatif, on ne peut pas
plus le factoriser. Il ne reste plus qu’a passer a la éeerétape : écrire cette fraction
sous la forme d’'une somme d’éléments simples.

La section XXX nous donne la marche a suivre : on reconmagique une fraction

/

de la formeg, que l'on sait intégrer (la primitive est|u|, c.f. le tableau de la

Uu
section primitives). On fait donc clairement apparai&reérivée du dénominateur
(XXX XXX 2z + 1), et on récupere une seconde fraction :

Réponse 1 =

v2 1 241 31
2+r+1 2224x+1 222+4+x+1

Pour la premiére fraction, la primitive gst|2? + z + 1|. La section XXX nous dit
gue la seconde fraction est quasiment la dérivée d’ureaigente (on rappelle que
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1 . . , , . .
arctan'(r) = — n 1). Puisqu’il nous faut un carré au dénominateur (en suiken
X
indications), on le fait apparaitre :
1 1

22tr+1l (z+i)243

Ensuite, dans la dérivée de I'arc tangente, c estzpqﬂe 'on a au dénominateur,
mais 1 :

1 1 1 1 1
2iri1 314 -3 2
r*+r+1 9 —(x+l)2+1 2 (2x+1 ]

4 3 2 4 +
V3

On a réussi a faire apparaitre la forme générale d'w&é@e d’'une arc tangente.
On a tout pour calculer notre intégrale :

1 1 1
T+ 2 1 2z+1 3 1
/0:1:2+:c—l—13j /02x2+a:+1 x+/0 22t t1
1 1
1 1
+—/ g 2 dx
0 2 0o = 2[E+1
4 7 +1

1

In3 34 [! 1
]:i+——/ 5 dx
2 23 Jo <2x+1)

+1

V3
L . 2x+ 1 L,
Il reste a faire le changement de variable- W pour retrouver la dérivée de
2
arctan(u) (et alorsdu = —dx) :
(u) ( 7 )
In3 Vi1 3
[="249 / V3 4
2 1 our+1 2

V3

Et finalement :

n3 Vi n3 V3  In3 V3r
I= 7+\/§/% mdu— 7+\/§[arctcm(u)]% = 7+T
3

... puisquetan (%) = % doncarctan (%) = % ettan (g) = /3, donc

arctan (\/§) = g ™
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Exercice 27. Calculez

1
3 4
[:/ QLdaﬁ

Réponse 7 = ln; (ln(2) - % (Arctan(3) — Arctan(Q)))

PREUVE On procede exactement comme précédemment :

3 [ 2u+3% 3 ([ 2w+4+4 b3
[:_/ #d:c:— /de+/ 3 dr
2 )y x2+4x+5 2\ Jy 22 4+4x+5 o T2+4r+5
3 4! 1
I==|[in(z*+14 5 — = —d
2([n(w+ x + )}0 3/0 (x+2)2+1x)

I= g (ln(lO) —In(5) — %/23 du ) = g (ln(lo) —In(5) — % [Arctan(u)]g)

u? +1

Exercice 28. Calculez ,
I :/ e “cos(2x)dx
0

1 — 6727r

5
PREUVE Cet exercice est un peu astucieux, mais cette astuce pechenatans

certains cas : faire deux intégrations par parties, poterot/ dans les deux parties
de l'égalité.

Réponse I =

I= /0 ﬂe_xcos(Q:E)dx = [—e‘%os(?x)ﬁ)7r —/0 ﬂ(—e_x)(—Qsm(Qx))dx

27
I=—e2"4+1- 2/ e “sin(2z)dx
0

Puis, une deuxieme intégration par parties nous redénne

[=—e2"41-2 ([—e—xsm(ga;)]i” - /0 2ﬂ(—e_“”)(2005(2x))dx)

27
[=1—e? -2 (2/ e_xcos(Qsc)d:c) =1—e? —4]
0
Donc5] =1 — e~ 27, d’ou la valeur de I. =
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5.5.2 Exercices avec indications

Exercice 29. Calculez

/2 8x2 — 13x + 10
I = T
1 x?(2? —4x +5)

On décompose en éléments simples :

8x2—13x+10_a b cx +d

x%(2? —4x +5) ;+?+x2—4x+5

Les deux premiers termes s’integrent facilement, le ieoie se décompose en un lo-
garithme et un arctangente (voir eX).

In(2)

On trouve au final—T +7+1—1In(2).

Exercice 30. Calculez

BT cosx
720[95
0 2 —cos‘w

On utilise les regles de Bioche (poser u=sin(x)), pourtesd = %

/1 dx
o (2 —1—06)?

On décompose en éléments simples :

1 o« n 16 n 0 n 0
(22 —2-6)2 -3 (r—3)2 2+2 (z+2)?

Exercice 31. Calculez

Le premier et le troisieme terme se primitivent en log, lesxdautres sont de la forme
/

3
4ln(—)
1
;o \2) 1

125 N 75

%. Au final, on obtient :
u
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Exercice 32. Calculez
V3
I= / 22 In(1 + 2?)dx
0

On fait une intégration par parties (en dérivant le log). i©cupére une fraction
rationnelle, que I'on décompose en éléments simplepda®ublier de faire la division
euclidienne). Il apparait alors la dérivée de 'arc mig.

. 2
Tout calcul fait,] = v/3In(4) — ?ﬂ

Exercice 33. Calculez .
/ x Arctan(x)dx
0

On effectue une intégration par parties (dérivation decltangente). On récupere
une fraction rationnelle, que I'on décompose en éléssihples (en fait, seule la
division euclidienne est nécessaire : on récupere @isis termes dont on connait
les primitives.)

s
Aufinal, I = —
4

DO —

Exercice 34. Calculez
1
x— 2
——dx

On décompose en éléments simples (pas de divisiong) fair
r—2 Q I6]
2r—37 20-3 @ (20-3)
In(3)

Au final, on trouvel = ———~% — 1
4 6

in2 T
[ o
0 e +2

Fraction rationnelle en” : changement de variable = ¢”. On récupére alors la
dérivée d’'un arc tangente.
V2 V2

. 2
Valeur de 'integrale :—gatcm <—> + ~Zatan(V/2)

Exercice 35. Calculez

2 2
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Exercice 36. Calculez

1
= / 22e®dx
0

Trois intégrations par parties, pour trouver finalemgent 2e.

Exercice 37. Calcul de

oy .
2 1 — sin’x
[ = ——— —Cosx dx
- sintx

Régles de Bioche : on pose= sin(x), et on obtient au final =

E |
I = / dx
x tan3x

/

, 4
On reconnait directement une forn%e et on trouvel = —In(v/3) + 3
u

5

3] 1
/_”x+ dx
s r—1

pour récupérer une fraction rationnelle, que I'on gne

[OVRI N
w
S

Exercice 38. Calcul de

Exercice 39. Calculez

On poseu = / ——,
r—1

_ 3
Lintégrale vaut—4atan(2) + g +In(3).

Exercice 40. Calcul de W
2
1 :/ sin*'z cos*z dx
0

631 2
On trouve——- + —.
512 3
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Exercice 41. Calcul de

Inb5 T
e
I = / dx
me (e +3)ver —1

. § : i 2 1
Diverses méthodes pour aboutir au résultatn (%) — atan (5) .

Exercice 42. Calculez

2
I:/ dr dz
o V—1?+2x+3

Méthode déja détaillée... On fait apparaitre leuwd@bun carré au dénominateur :
—2*+2x+3 = —(x—1)*+4 puis, aprés avoir sorti le 4 de la racine, on peut effectuer
. Xr — N . .
le changement de variable= ——, pour se ramener 41 — «? au dénominateur.

On pose alors t=Arccos(u) (ou u=cos(t)), pour obtenir aul fimee intégrale toute
simple. Résultat{ = —4 x atan(v/3 + 2) + 2 * pi.

Exercice 43. Calcul de

1
I:/ (14 2)V1+ 22dx
-1

Diverses méthodes possibles, comme de poser x=cos@uMaé I'integrale 7 =

—(In(v2=1))/2 = (In(v/24 1))/ — 24+ V2.
Fin du Chapitre
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Chapitre 6

Comparaison de suites et de fonctions

6.1 Fonctions regligeables egquivalentes

6.1.1 Fonctions gligeables

Soientf et g deux fonctions réelles, etun réel ou un infini.

DEFINITION 1 (FONCTIONS NEGLIGEABLES). f est dite négligeable par rapporta
au voisinage de lorsque
f

lim>==0
a g

NOTATION : On le notef = o(g).

PROPRETE | : On peut le voir encore sous la forme de I'existence d’unetion
¢ définie sur un voisinag€ du pointa, qui tend vers O en, et qui est telle que

f(z) = e(x)g(x), Ve eV

EXEMPLE 1. f = o(1) signifie quef tend vers O en.

EXeEMPLE 2. La fonction nulle est négligeable devant toute fonction
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EXEMPLE 3. Sif est bornée g tend verst+oo, alorsf = o(g).

PROPRETE Il : On a les propriétés suivantes
1. 2™ est négligeable devant en-+oco dés quen est plus petit que
2. In™(x) = o(In™(z)) ete™® = o(e") pourm < n.

3. In™(x) = o(z") eta™ = o(e"") pour toutm etn.

PROPRETE Il (TRANSITIVITE) : Si f est négligeable devaptet ¢ devanth (au
voisinage d’'un point), alorsf est négligeable devant(la loi o est transitive).

PROPRETE IV (MULTIPLICATION, ADDITION) : On a le droit de multiplier deg
0
f = olg)= fh = olgh)
f =z olg)h = olk) = fh = o(gk)

...mais attention, on n’a pas le droit de les additionner.

Exercice 1. Trouvez un contrexemple.
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6.1.2 Fonctionsequivalentes

DEFINITION 2 (FONCTIONSEQUIVALENTES). f estdite équivalente@au voisinage
d’un pointa lorsque le quotient de ces deux fonctions tend vers 1 qudedd vers:.

[

f~gelim==1
a a g

REMARQUE 1. Cela signifie qug¢ — g = o(g)

PROPRETE V (RELATION D’EQUIVALENCE) : L'équivalence~ de deux fonc-
tions ena est une relation d’équivalence : elle est

1. réflexive : pour toute fonctiofi, f ~ f,
2. symeétrique : pour toutes fonctiorigty, f ~ g = g ~ f,

3. transitive : pour toutes fonctiorfsg eth, f ~getg~ h = f ~ h,

PROPRETE VI : Si deux fonctions sont équivalentes en un point, aloessedint
méme limite en ce point.

PROPRETE VII (PRODUIT, QUOTIENT, PUISSANCE : On peut multiplier, quo-
tienter et élever a la puissance des équivalents.

REMARQUE 2. Par contre, on n’a en général pas le droit de sommergiegadents.

Exercice 2. Trouvez un contre exemple.
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PROPRETE VIll : Si f ~ g, alors leurs primitives nulles emsont équivalentes

(au voisinage de) : ’ . "
/ f(t)dtr;/ g(t)dt

REMARQUE 3. Un résultat existe pour la dérivation, qui peut aidezaiculer des
equivalents :

f(@) = f(a) ~ f(a)(z — a)

a

6.2 Developpements limiés

6.2.1 Introduction
6.2.2 Developpements limiés d’ordre n en x

Soitzy un point deR, et/ un intervalle le contenant (ou I'ayant pour borne).

DEFINITION 3. On dit quef : I — R admet un développements limités d’ordren
xo (notéD L, (xy)) s'il existe un polynbme’,, € R"[x] et une fonctiorr définie surl,
tels que

f(z) = Py(x —x0) + (z — x9)"e(x) et lim e(z) =0

T—x0

P, est alors appelé la partie réguliére du développenients], et(x — xy)"c(x) le
reste d’ordren, que I'on note encore((x — xy)"). &

EXEMPLE 4. Soit

On vérifie aisément que

f(fc):1—l—:zH—:cz—|—:1:3+a:31L
— X

donc f admet un développement limité a I'ordre 3 en 0, de pa#&glierePs;(x) =
1+ a2+ 22+ 2° etde reste(z) = % (qui tend bien vers 0 en 0.)
— X
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PROPRETE IX : Si f admet un développement limité ep, alors f admet une
limite enz, (égale aP,(0)), et

— sixg ¢ 1, alorsf est prolongeable par continuité eg

— sixg € I, alorsf est continue eny,

— sixg € I, etn > 1 alorsf est dérivable en.

REMARQUE 4. On ne peut pas étendre le résultat précédgpeut avoir un développement
limité d’ordre 2000 sans étre deux fois dérivables.

6.2.3 Conditions d’existence et d’'unici& du DL

PROPRETE X (TRONCATURE) : Si f admet unDL, (z,), de partie régulieré,
alors f admet unDL,,(zo) pour toutm > n, dont la partie réguliére est obtenue
en prenant les termes de degré inférieur ou égalde P, .

PROPRETE XI (UNICITE DU DL) : Si f admet unDL,(z,), alors il est unique :
P, ete sont uniques.

REMARQUE 5. Sif est paire par rapport au poirg (f (zo+t) = f(xo—1t), Vt), alors
la partie réguliere’, est paire.

PROPRETE XII (EXISTENCE : THEOREME DE TAYLOR-YOUNG) : Si f((x)
existe, alorsf admet unDL,,(xo) :

f(")(xo)

0 (0 g)" - ol (2 — )")

F(2) = (o) + f/(w0) (& — w0) + o+

Il existe une version plus forte de ce theoreme d’exisgtenc
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PROPRETE XIll (EXISTENCE : THEOREME DE TAYLOR-LAGRANGE) : Si f est
n + 1 fois dérivable sufzy, x|, alorsf possede u L,,(xy) de partie réguliere

PX) = f(ao) + flagyx + L0y S@0)

Xn
2 n!

avec le reste donné dans I'expression suivante

(z — 20)" ! Ol € [z, 7]

f(x) = P(x —xo) + /

EXEMPLE 5 (FORMULE DE MAC LAURIN). C’estle cas particulier du théoréme précédent
ouxy = 0. On obtient alors
[0 o S™(02)

30 € 10,1], f(z) = f(0) + f/(0)x + ... + T + (it 1)!(:15 — 1)

6.2.4 Developpements limiés des fonctions usuelles

Avec la formule de Taylor, on obtient les développementstés des fonctions
usuelles en 0, qui sont a connaitre :

£ 5 A 372 .’173 " .
XEMPLE 6. ¢ = +x+§+§+...+ﬁ+o(x )
1‘3 375 x2n+1 )
) —_ r - — i _1\n n+1
EXEMPLE 7. sin(z) =z T + TR +(-1) Gt + o(x* )
1'2 374 . xQn on
EXEMPLE 8. cos(z) =1 — SRR (—1) o) + o(x®™)
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372 .’173 xn—i—l
EXEMPLE 9. In(1 =r— — —_— — ... 1)
n(l+z)=2— -+ sl

+ O(x.n+1)

1
EXEMPLE 10. . =1l+z+22+23+ ... +2" +o(a")

— X
-1 —1 —2
EXEMPLE 11. (1 + 2)* = 1 + ax + %:@2 - ala 3)‘(a )3:3 + ..+
ala—1)..(a—n+1) ' '

o " 4 o(z")

EXEMPLE 12. Pour les fonctionsh et sh, on utilise la formule

eia: + e—ix eia: _ e—ix
ch(x) = ————, etsh(zr) = ———
2 21
...pour trouver les mémes développementsdgjuet cos, mais avec partout des signes
+.

6.3 Cas des suites

6.4 EXxercices

Exercice 3. Comparez, au voisinage dexo, les fonctions

2

€3
T x,xl—>lnx,xl—>1 ,r+—expVinz
nx
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Exercice 4. Donnez urequivalent simple, au voisinage de 1, &le:cos x.

Fin du Chapitre
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Chapitre 7

Limite d’'une fonction

Ce chapitre est principalement de la révision : il sera détdppar celui intitulé
Comparaison de fonctions.
7.1 Limite d’'une fonction en +oo ou —oo

7.1.1 Limite finie en+o0co oU —oco

DEFINITION 1 (LIMITE D’UNE FONCTION: VERSION INTUITIVE). f admet une li-
mite | en+oo (resp.—oo) lorsque tout intervalle ouvert contendntcontient aussi
tous lesf (x) pourxz grand (resp. proche dex.) &

REMARQUE 1. On remarquera la similitude avec la limite d’'une suitetex.

Exercice 1. En utilisant cette dfinition, cemontrez que la fonction

tend vers 0 en-co.

Exercice 2. En utilisant cette dfinition, apes simplification, @terminez la limite de
la fonction

3r + 2
fa) ="
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DEFINITION 2 (ASYMPTOTE HORIZONTALE). Dans ce cas, la droit® d’équation
y = | est dite asymptote horizontale emo a la courbe&l; représentant. &

REMARQUE 2. Ainsi, plus I'on se rapproche deoco, plus la courbe est proche de
D.

Exercice 3. Reprendre les exercicdset 2 en ceterminant leeventuelles asymptotes
horizontales.

7.1.2 Limite infinie en+o00 ou —oo, asymptotes

DEFINITION 3. f admet pour limitet-oo en-+oo lorsque tout intervalle de la forme
[A, +oco[ contient toutes les valeuf§z) pourx grand. &

DEFINITION 4 (ASYMPTOTE OBLIQUE). La droite d'équationy = ax +b est asymp-
tote oblique entoo a la courbe représentapiforsque

lim f(z) — (ax +b) =0

T—+400

REMARQUE 3. On a des énoncés équivalemisjtatis mutandisen —oc.

Exercice 4. Deémontrez que la courlig représentant la fonction

2x2 — 3r +4
r—1

fx) =

admet une asymptote oblique €no.

Exercice 5. Faire de néme avec la fonction

2?4 8xr +4

flw) = 20+ 4
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7.2 Limite infinie d’'une fonction en un réel quelconque

7.2.1 Limite infinie en un point deR

DEFINITION 5 (LIMITE INFINIE EN UN POINT DER). f admet pour limitet+oco en
un réela lorsque tout intervalle de la formel, +oo| contient toutes les valeuys )
pourz voisin dea. O

DEFINITION 6 (ASYMPTOTE VERTICALE). Dans ce cas, la droite d'équation: =

a est dite asymptote verticale era la courbe& représentant. &
EXEMPLE 1. 3

lim = 400

z—2F \/x — 2

tend verst+oo en 1.

7.2.2 Limite finie en un point deR

DEFINITION 7 (LIMITE FINIE EN UN POINT DER). f admet pour limitd € R en
un réela lorsque tout intervalle de la form¢(z) — e, f(xz) + ¢[ contient toutes les
valeursf (x) pourz voisin dea. &

7.3 Definition rigoureuse et propriétes generales lieesa
la notion de limite
Toutes les définitions précédentes se répetent : ekpament a chaque fois le
fait que quandr se rapproche d’une valeur (éventuellement infinie), ajars) se

rapproche elle aussi d'une valeur (éventuellement infida& peut résumer tout cela
dans une définition générale de convergence...
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7.3.1 [efinition rigoureuse

DEFINITION 8 (LIMITE D’ UNE FONCTION). Soientz, et| deux éléments d& =
R U {—o0; 400} (on n’exige pas que, € Dy.)
On dit quef a pour limitel enx, si pour tout voisinag®V del, il existe un voisinage
V dex, tel que

Ve e D,z eV =1f(x)e W

REMARQUE 4. Il existe une définition topologique a la notion de vo&ie, que I'on
ne donnera pas ici.

7.3.2 Propriétes

PROPRETE | (UNICITE DE LA LIMITE) : Si une fonction admet une limite en un
point donné, cette limite est unique.

REMARQUE 5. Ce point permet notamment d’utiliser sans ambiguit®tation, précédemment
utilisée, resumant le fait queest la limite def enx.

NOTATION (LIMITE D’UNE SUITE) :
lim f(z) =1
7.4 Determination d’une limite

7.4.1 Theoreme des gendarmes

PROPRETE Il (THEOREME DES GENDARMESY : Soientf, g eth des fonctions, et
[ eR.Si
— g(x) < f(x) < h(z) pourz assez grand,
— g eth ont méme limitd en-+oo,
alors
lim f(x)=1I.

T——400
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Exercice 7. Calculez les limites es/ — oo de la fonction éfinie surR* par

COS T

fx) =

12

Exercice 8. Calculez les limites en 1 etoo de la fonction é&finie sur]1; oo par

B 2r +sinx

fz) =

r—1

Exercice 9. Calculez les limites e/ — oo de la fonction éfinie surR par

322 — cosx
o) = =31
7.4.2 Comparaison de fonctions
PROPRETE IIl : Sig(z) < f(z) etg tend verst-oo quandr — +oo, alorsf tend

aussi vers}-oo.

7.5 EXxercices

Exercice 10. Calculez les limites en 1 etoco de la fonction éfinie sur]1; +oo[ par

r—1+(x—1)vr—1

2?2 —1

fx) =
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Exercice 11. Calculez la limite en O de la fonctioréfinie surR* par

B V1+sinx —+/1—sinx
x

f(x)

Exercice 12. Etudiez la limite aux infinis de

sin(x)

fla) =+

Xz

Exercice 13. Calculez la limite en;{ de la fonction éfinie sur[o; g} par :

V2sinz — 1

f(x) a \/icosx -1

Fin du Chapitre
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Chapitre 8

Annales

8.1 Octobre 2006

n+3

QUESTION 1 : On considere la suite, = ——.

R W N

n—2
Cette suite estéafinie pour toutr € N.
u,, st une suite convergente.

3
u,, tend vers—i.

. Cette suite est sépeurea 1 quandn > 3.
. u, est cecroissante partir du rang 3.

QUESTION 2 : Prolongement par continuité.

M est prolongeable par conting@ten 0.

Sif est prolongeable par contin@ten un point, alors elle y admet une limite
a droite finie.

Si f est prolongeable par contin@ten un point, alors elle esédvable en
ce point.

Si f est cerivable en un point, alors elle est prolongeable par comté@ en
ce point.

sin 2x

La fonction 5 est prolongeable par contin@ten 0.
T
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QUESTION 3 : Convergence d’une suite.

sinn
1. u, = —— converge vers 1.
n

n—mn
2. U, = \/_7 converge vers 1.
Vn+2n
3. u, = ¢" converge seulementsil < g < 1.
4. u, = u,_1 + 4 converge.
1
5 u, = §un_1 converge.

QUESTION 4 : Séries numériques.

1 1+1+1+ o 1 _1023
"2 4 8 1024 1024
1 1 1 1
2. u,=1+-+4+ -+ -+ ...+ — converge vers 2.
2 3 4 n

3. SoitS, = Z u;, avec(u,) suite arithnétique. AlorsS, converge.
=1
1 1 1

1
4. u —1+22+32+42+ +ﬁconverge.

5.9, = Zqi diverge sig < 1

i=1

QUESTION 5 : Dérivation.
1. LafonctionE(x) (partie entere dex) est cerivable six €]1, 2.

MUY est rivable six #0.

)=
) = \/x — 1 est cerivable enz = 1.
)=
)=

. La fonctionf (x

\/_
\/ — 2z + 3 est cerivable surR.

(

. La fonctionf (z
( 1 est cerivable pourz < 0.
(

2
3
4. Lafonctionf(x
5

. La fonctionf(x

QUESTION 6 : Soitf(z) = 2® + 2* —z — 1.
1. L’équationf(z) = 0 admet trois solutionsaelles.
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2. f(r) <0siz < 1.

3. [ est cecroissante suf—1, 3.

4. f n’est pas borge surR.

5. f admet un minimum et un maximum locaux.

QUESTION 7 : Monotonie et périodicité.
1. Une fonction croissante est positive.
2. Une fonction écroissante admet un minimum local.

3. Sila cerivée d’'une fonction s’annule en un point, alors cette foncyiadmet
soit un maximum local, soit un minimum local.

4. La cerivee d’'une fonction paire est impaire.
5. La cerivee d’une fonction @riodique est priodique de rame @riode.

QUESTION 8 : Une définition de la convergence d’une suitevers/ est...
1. Ve >0,dN € N,Vn > N, |u, — | <,
2. 3 >0,VYN e N\Vn > N, |u, — | < ¢,
3. Ve >0,YN e N,Vn > N, |u, — ] <e¢,
4. Ve >0,INeNn>N = |u, — ] <e,
5.Ve > 0,dIN e N,Vn > N, luy — | < e.

QUESTION 9 : La suite de Fibonac¢iz, ),cx...
1. est @&finie parug = u; = 1, etu,, = Upq1 + Upgo,
tend vers le nombre d’of,
est telle que le quotient de deux termes successifs eghobdn
admet pour premiers termes 1;1;2;3;5,8,
peut se mettre sous la formg = f(n).

a bk wn

n?—1

T

QUESTION10 : v, =
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ok~ wbnPE

est une suite croissante,

est une suite convergente,

est une suite arithatico-geonetrique,
verifie vg > vs,

est toujours positive.

QUESTION 11 : Croissance et convergence de suites...

1.

a bk~ w D

la suiteu définie paru,, = 0,9999™ est divergente,

siu est non majoee, alors elle converge vefisoo,
la suiteu,, = —3n? + 5 converge vers -3.

QUESTION 12 : Limites de fonctions...

1.

N

a b~ w

f(x) = —2% + 22 — 5 tend vers—oo en-+oo,

x) — 400 en+oo, alorsm — 0 en+oo,
9(x)
) — oo en+oo, alors f(z)g(xr) — +oo en+oo,

= cos(x) — x n'a pas de limite enrco,

tend vers 1 en-oo.

QUESTION 13 : Sur les séries numériques...

1

2.

11 1 1
5.l4+z+-+—+..+

1 6
U =Y 1 2 tend vers,
1
Up =Y 1y P tend verstoo,

—1+1+1+1+ +1tendversl
LUy = 5 R T ,

— tend ver9).
2 6 24 n!

89
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si, pour toutr € N*, u,, < —, alors la suite converge vers 0,
n

Siu est une suite strictement croissante, alors la limite.@st+oo,

une somme infinie de termes strictement positifs, estanfin



QUESTION 14 : Continuité de fonctions...

1.
. lafonctionf(z) = |x — 2| est continue SuR

la fonction partie enéire est continue suye, 3],

sin(z)

2
3. la fonctionT six # 0, et 1 sinon, est continue Sy,
4.
5

. lafonctionf(z) = cos(2x + 3) est continue e%.

la fonction partie enére est continué gauche suf2, 3],

QUESTION 15 : Monotonie et majoration...

1.

a bk~ w DN

si une suite est majée par 3, alors elle ne 'est pas par 2,
. - 3
la suite @&finie parug = 1, u, 1 = Zu” + 1, est monotone,

une suite croissante de premier terme positif a tous sesetepositifs,
toute suite monotone mag® est convergente,
toute suite tendant versoco est croissant@ partir d'un certain rang.

QUESTION 16 : Suites adjacentes...

1.

a bk w D

. n 1 1 .
les suitest, = >, _, =] etv, = u, + — sont adjacentes,
n
les suites,, = 5 — n etv,, = 5 + n sont adjacentes,
. 1 .
les suites,, = n etv,, = n — — sont adjacentes,
n

les suites de Cauchy sont toutes adjacentes entre-elles,
si deux suites convergent vers lamme limite, alors ces suites sont adjacentes.

QUESTION 17 : Prolongement par continuité...

1.
2.
3.

. 1 o
la fonctionzcos (—) est prolongeable par conting@ten O,
X

la fonction partie enéire est prolongeable par contingien 1,

sin(x)

la fonction est prolongeable par contingten O,
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.1 o
4. la fonction— est prolongeable par contin@ten 0,
i

N7

5. siune fonction est prolongeable par conti@egin un point, alors elle y admet
une limite finie.

QUESTION 18 : Définition d’'une limite...

1. une autre maiire decrire quef(x) tend verd en+oco est
VA > 0,3z e RVz € Rz > a9 = |f(z) — | < A,

2. dire quef a pour limitel enz revienta dire que pour tout voisinagé/ del,
il existe un voisinag¥ dex, tel quevz € Dy, x € V = f(z) € W,

3. onditqu’une fonction admet une asymptote oblique laesgucourbe re@sentative
coincide avec une droite dquationy = ax + b pour z grand,

4. une autre maiire de dire quef (=) tend verd) en-+oo est
VA > 0,310 € R,Vx € R,z > x9 = |f(x)] < A,

5. une autre mamire de dire quef(x) tend verstoo enx, est
VA >0,3a > 0,Vz € R, |z — x¢| < o, | f(2)| > A.

QUESTION 19 : Somme de termes...

1 1+ 1 - 1 2336
81 243 77 19683 31534’
5 1+1+ N 12
"5 25 T 9765625 5

3. 14+24+4+8+...4 256 =512,

4. la somme des inverses des é&rest une somme de termes en progression
géonttrique,

(n+1)n

5 1424...+n= 5

QUESTION 20 : Monotonie d’'une suite...

1. u, = n® — 2n% + 3 est croissante (au moirispartir d’un certain rang),
135 n
246 n+1
3. u, = 2n + sin(n) est croissante (au moirgspartir d’'un certain rang),

2. u, = est croissante (au moirgspartir d’un certain rang),
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4. u, = n’e " est croissante (au moirispartir d’'un certain rang),

5. un41 = Vu, + 2 définir une suite croissante (au moiagartir d'un certain
rang).

QUESTION 21 : Calcul de limites...

o r—14+(x—-1)vr—1

1. f(x) tend vers 1 eR-oo,
2 —1
1 inr — 1 —si
2. f(x) = Vitsine - vI-sine tend vers 0 en 0,
i
3. flz)=xz+ sin(z) tend verst-oo en+oo,
i
V2sinz — 1 T
4. f(r) = —=—  tend verstoo en—,
/(@) V2cosx — 1 4
22 +8x +4 .
5. f(x) = il admety = 2z + 3 pour assymptote oblique.
X

QUESTION 22 : Sur la continuité...

1. siune fonction est continiedroite eta gauche em, alors elle est continue
ena,

2. si une fonction est continue enalors son taux d’accroissement admet une
limite finie ena,

3. il n’existe pas de fonction nulle part continue,

4. une fonctiory est continue en si et seulement s'il existe une fonctiotelle
quef(a+ h) = f(a) + he(h), etlimpe = 0.,

5. sif est continue en, alors f(a) est la meilleure approximation constante de
f au voisinage de.

QUESTION 23 : Encore de la continuité...
1. f(x) = V2% + 1 est continued ol elle est éfinie,
2. les fractions rationnelles sont continues sur leurs dowsde éfinition,
3. la dérivée d’'une fonction continue est continue,
4. f(x) = zE(z?*) est continue SUR,
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5. les fonctions polygmiales sont toujours continues dRr

QUESTION 24 : Convergence de suites (toujours)...
1. u, =+/n+1—+/nconverge vers 0,

—1)"
2. v, = m tend vers 1,
n—(—1)"
I
3. w, = ] > r_o k! tend vers+oo,
2u, —1 | L
4. ug =3, Upy1 = n‘admet pas de limite finie,
U, + 4

5. u, = sin(n) tend vers 0.

QUESTION 25 : Techniques d’étude des suites...
. b o
1. soitu, 1 = au, + b, alorsu,, + P est une suitegonetrique,
a

2. Sitlyi1 = qun, alorsu, = uyg™*,

3. Sity o + aupy + bu, = 0, et si l'équationr? + ar + b = 0 admet deux
solutions distinctes; etr,, alorsu,, est de la forme&;r; + Cory

4. siu,,1 = u, + a, alorsu, = an,

5. en appliquant le logarithme ou I'exponentielle, on pewjours ramener une
suite don@ea une suite arithrétique ou goneétrique.

QUESTION 26 : Continue ou non...
: 1
1. f(z) = 32® — 2z + 1 est continue su}? +00 {

_23:—3

2. = ——— est continue suR,

9(x) 2+ 1

3. g(z) = \/l/g . est continue suR ™,

4. f(z) =2z + vz + 3 est continue suf—3, +oo,
NG : 1

5. = est continue sur —: .
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QUESTION 27 : Quelques définitions pour finir...

1. dire qu’une suite: admet pour limitel-oco signifie que tout intervalled; +oo|
contient tous les termes de la sudt@artir d’'un certain rang,

2. dire qu'une suitex a pour limite/ € R signifie que tout intervalle ouvert
contenant contient tous les termes de la sudt@artir d’'un certain rang,

3. dire gqu’une suite est majée signifie qu'il existe unéel M tel que pour tout
entier natureln, u,, < M,

4. dire qu'une fonctiory a pour limite-+oco en+oo signifie que tout intervalle
|A, +o0o[ contient toutes les valeur§ x) pourz assez grand,

5. dire qu’une fonctiory a pour limite/ € R en-+oo signifie que tout intervalle
ouvert contenant contient toutes les valeuy§ x) pour x assez grand.

8.2 Janvier 2007

n

(2n)!

QUESTION 28 : La suiteu,, = est monotone.

Faux

QUESTION 29 : Si|u,1 — u,| tend vers 0, alors la suite.,,),,.cy coOnverge.

Faux
-1 n+1 :
QUESTION30 : v, = 2,4+ ( )' — sin(n) tend vers 2,4.
n: n
Vrai

QUESTION 31 : La suiteu,, = (n + 3)3 tend verstoo.

Vrai

94



. 1
QUESTION 32 : La suiteu,, = —24/n + — + 3 tend vers 0.
n

Faux

QUESTION 33 : La suiteu,, = nt

2
] tend verstoo.

n
Faux
2490 —2
QUESTION 34 : u, = T2 tend vers 1.
n? + 3sin(n)
Vrali

QUESTION 35 : u,, = v/2n — n? + n tend versfoo.

Faux

QUESTION 36 : Les suites

n

1 1
unzzzetvn:unjtﬁ
k=1

sont adjacentes.

Faux

(ug + up)n

QUESTION 37 : ug + uz + ... + u,, = 5

Faux

QUESTION38 : 1+ 2+ ...+ 100 = 5050.

Vrai
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QUESTION 39 : La suite
~3(0,2)" =1

= 0,2 1 4
converge.

Vrai

QUESTION40: 1 +2+4+8+...+512=1023

Vrai

QUESTION 41 : La suite définie paty = 1, u,41 = u, + u? est géomeétrique.
p + n g q

Faux
: In(n)

QUESTION42 : La suiteu,, = ——= est monotone.

n
Faux
QUESTION 43 : La fonction

T

1@ = 10073
tend vers 0 eR-co.
Faux

L . 32?42
QUESTION 44 : Lahmnedelaﬁmequx):-—fljl——est&
x + 2In(x)

Faux
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QUESTION 45 : La courbe représentant la fonction

2r — 3
admet une asymptote oblique ¢nc.
Faux
QUESTION 46 :
| 3in(x) N
1m = (0.}
x—2+ A/ — 2

Vrai

QUESTION 47 : La fonction définie suR par

312 — cosx
o)==

tend vers 3 en-oo.

Vrai

QUESTION 48 : La fonction définie surR* par

B V1+sinx —+v/—sinz
T

f(z)
tend vers 0 en-co.

Vrai

sin(z)

QUESTION 49 : i tend vers 1 en 0.
xr

Vrai
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. 1 ..
QUESTION 50 : La fonctionf(z) = x cos = définie surR* peut se prolonger par
continuité en 0.

Vrai

2 1 .
QUESTION 51 : f(x) = ‘ +2 est continue suR.
Faux

QUESTION 52 : La fonction définie sull; +oo[ parg(z) = \/l/i I est continue
l‘ —

sur]l; +ool.

Vrai

QUESTION 53 : Lafonctionf(z) = 2z ++/2 + 3 définie suf—3, +-oo[ y est conti-
nue.

Vrai

QUESTION 54 : Soit f la fonction définie suR par f(x) = 2% + 14z — 15. Alors
I'eéquationf(x) = 8 admet au moins une solution comprise entre 2 et 3.

Faux

QUESTION 55 : f estlafonction polyndmiale définie sBrpar f(z) = z*+2%+1.
L'équation f(x) = 0 admet exactement quatre solutions.

Faux

QUESTION 56 : L'équation2 sin x = cos 2x + 2 admet au moins une solution dans
lintervalle [—E; q.
23
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Faux

QUESTION 57 : Lafonctionf(z) = /= + z est dérivable en 0.

Faux

2
QUESTION 58 : La courbe d’équation = % + 3z + 2 admety = 2x + 3 comme

tangente en 1.

Faux

QUESTION59 : La fonctionf(z) = (z — 0,5)(2* — 0,3z + 2) surR admet 2
tangentes paralleles a I'axe des abscisses.

Faux

QUESTION 60 : La courbe de la fonctiofi(z) = x* — 6z + 1 est constamment
sous ses tangentes.

Faux

QUESTION 61 : La dérivée d’'une fonction paire est une fonction imgai

Vrai

L, . 1
QUESTION 62 : La dérivée de la fonctiofi(z) = x + — estf'(z) =1 — —.
T

Vrai

L est—
r+1  (z+1)%

QUESTION 63 : La dérivée d¢f(z) =
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Vrai

. r+1 .
UESTION 64 : La fonction = ——— est croissante sR.
Q f(2) 24+ 2x+1

Faux

4
5 sur|2; 4-o0/.

. 1
QUESTION 65 : 10 est un minorant d&(z) = 53:2 +x+
x’ —

Faux

Vv1+2r -2
QUESTION 66 : f(x) = o tend vers 1 en 1.
V1+2r -2

Faux

QUESTION 67 :

Vrai

QUESTION 68 :

/1 (22 + 2+ 1)e¥dz = (5¢%)/2 — (¢2)

Vrai

QUESTION 69 :

8 Arctan(r) 9
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Faux

QUESTION 70 :

T
/2 cos*r sin®rdr = 1/48
0

Faux

QUESTION 71 :

/2 22 — 13z + 10
1 2%(2? —4x +5)

dr = —((In(2))/2) — ((37)/4) + 1 — (In(2))

Vrai

QUESTION 72 :

Vrai

QUESTION 73 :

A7

2V3
/ 22 In(1 + 2%)dx = VAIn(5) + o
0

Faux

QUESTION 74 :
/3 2* Arctan(z)dr = 9atar(3) — 7/12 + (In(5)) /6 + (—4)/3

Vrai
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QUESTION 75 :

Faux

QUESTION 76 :

Vrai

QUESTION 77 :

Faux

QUESTION 78 :

Faux

QUESTION 79 :

Vrai

QUESTION 80 :

Faux

QUESTION 81

Vrai

/

2
/ we*dr = (17¢*) /8 + 3/8
0

jus -9
3 1 — sin‘x
x sintx

4

cosx dx =

Wl =
w
=

1

2*%
ks
6

tandx

dr = —In(V/3) + 8/3

INIE]

sin’x cos®x dx = 2/63

dx

Va2 —2x+3

dr = —((In(2))/2) + (V3 + 1)
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8.3 Octobre 2007

Dire, pour chacune des assertions suivantes, si elle est vraie ou fausse (+1
pour une bonne réponse, -1 pour une mauvaise).

s . 3
QUESTION 82 : On considére la suite, = n—+2
n R—
1. Cette suite estéfinie pour tout: € N.

u, est une suite convergente.

3
u,, tend vers—§.

Cette suite est sépeurea 1 quandn > 3.
u,, est cecroissante partir du rang 3.

a bk w0 DN

QUESTION 83 : Prolongement par continuité.

1. M est prolongeable par contingten 0.

2. Sif est prolongeable par contin@ten un point, alors elle y admet une limite
a droite finie.

3. Sif est prolongeable par contin@ten un point, alors elle esédvable en
ce point.

4. Sif est cerivable en un point, alors elle est prolongeable par countié en
ce point.

sin 2x

5. La fonction 5 est prolongeable par contin@ten 0.
T

QUESTION 84 : Convergence d’une suite.
sinn

1. u,, = —— converge vers 1.
n
Vnon converge vers 1
Uu _= .
"n+2n

u, = ¢" converge seulementsil < ¢ < 1.
u, = u,_1 + 4 converge.

a » e bn

1
Un = Sn—1 CONVErge.
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QUESTION 85 : Séries numériques.

1 1+1+1+ . 1 _1023
"2 4 8 1024 1024
1 1 1 1
2. u,=1+-+-+-+...+ — converge vers 2.
2 3 4 n

n

3. SoitS, = Z u;, avec(u,) suite arithnétique. AlorsS, converge.
=1

1 1 1 1
4. u —1+22+32+42+ +Econverge.

5 5, = Zqi diverge sig < 1

i=1

QUESTION 86 : Dérivation.
1. La fonctionE(z) (partie entere der) est cerivable six €]1, 2.

MY est rivable siz # 0.

\/x — 1 est cerivable enr = 1.

\/_ est cerivable pourr < 0.
Va2 — 2x + 3 est terivable surR.

2. Lafonctionf(x

3. Lafonctionf(x

(z) =
(z) =
4. Lafonctionf(x) =
5. Lafonctionf(z) =

QUESTION 87 : Soitf(z) = 2% + 2% — 2z — 1.
L'équationf(z) = 0 admet trois solutions&elles.
2. f(r) <0siz < 1.

3. [ est cecroissante suf—1, 3].

4. f n’est pas borge surR.

5. fadmet un minimum et un maximum locaux.

=

QUESTION 88 : Monotonie et périodicité.
1. Une fonction croissante est positive.
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QUESTIONS89 : v, =

o bk~ DN

Une fonction @croissante admet un minimum local.

Si la cerivee d’'une fonction s’annule en un point, alors cette foncyiadmet
soit un maximum local, soit un minimum local.

La cerivée d’'une fonction paire est impaire.
La ceérivee d’'une fonction @riodique est priodique de rame fgriode.

n?+1
n24+2n+4"
est une suite croissante,

est une suite convergente,
est une suite@pnetrique,
verifie vg > v,

est toujours positive.

QUESTION 90 : Croissance et convergence de suites...

1.

a A DN

la suiteu définie paru,, = (—0,9999)" est divergente,

1 .

—;, alors la suite converge vers 0,
n
siu est une suite strictemenédroissante, alors la limite de est—oo,
Si la suiteu n’est pas majaee, alors elle est minée,

si, pour toutn € N*, |u,,| <

. 1
la suiteu,, = —3— + 5 converge vers -3.
n

QUESTION 91 : Monotonie et majoration...

1.

a bk~ w D

si une suite est majée par 2, alors elle ne I'est pas par 3,
. - 4
la suite @&finie parug = 1, u, 1 = gun, est monotone,

une suite croissante de premier terme positif a tous segetepositifs,
toute suite monotone maf® est convergente,
toute suite tendant versoo est croissant@ partir d’'un certain rang.
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QUESTION 92 : Suites adjacentes...

1. les suitest,, =Y ;_, % etv, = u,, — 4% sont adjacentes,
les suitesi,, = exp(b — n) etwv, = exp(5 + n) sont adjacentes,
les suites:,, = n etv, =n — % sont adjacentes,

les suites convergentes sont toutes adjacentes etgge-el
si deux suites sont adjacentes, alors elles ont@amlimite.

a bk w0 DN

n

: 4
QUESTION 93 : Lasuiteu,, = ——.
(2n)!

est monotone,

est positive,

tend vers 0,

est constitée d’entiers pairs uniguement,
est de Cauchy.

a ks wbdhe

QUESTION 94 : f est la fonction polyndmiale définie p#fx) = z* + 2% + 1.
1. L'équationf(x) = 0 admet exactement quatre solutions.
2. f est cefinie surR,
3. fl(z) =423 + 2,
4. f'(x) = 122% + 2,
5. f est croissante sur [1,3].

QUESTION 95 : Lafonctionf(z) = \/r +z
1. est @rivable en 0.

1
2. admet, suiR., , pour cerivée f'(z) = —,
1
3. admet, pour érivée secondef”(z) = ,
4. est strictement croissante,
5. n’est pas continue en 0.
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QUESTION 96 : Vrai ou faux ?

1. La fonctionf(z) = (x — 0,5)(z* — 0,3z + 2) sur R admet 2 tangentes

parallelesa I'axe des abscisses.
2
2. La courbe déquationy = % + 3z + 2 admety = 2x + 3 comme tangente

en 1.
3. La courbe de la fonctiorf(z) = 2* — 62 + 1 est constamment sous ses

tangentes.

, 1 4
4. 10 est un minorant dé(r) = 53:2 tTt—— sur|2; +ool.
Vv1+2x -2
5 f(z) = rer tend vers 1 en 1.
V1+2r -2

QUESTION 97 . Les intégrales...

R g = n(3/2).
2. f1 2 +x+ 1) 22dy = (5et) /2 — (e?).
3. f3 Am‘m )d _ (r2/254).

4, fo cos*z sin’rdr = 1/48.

5. J7 e A = —((n(2)/2) — (3m)/4) + 1 (In2)

Fin du Chapitre
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